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-A grande maioria dos problemas de engenharia sao 
-descritos por equaçoes diferenciais cujas soluções nao sao 
tachadas, saluo em alguns poucos casos particulares. Para 
solucionar tais problemas, recorre-se, cada vez mais, a técnicas 
nunârica.s, principalmente, com o desenuolvimento de 
computadores. 
O método dos elementos de contorno {l'mC) e uma 
destas técnicas numericas na qual as equações diferenciais qua 
descreuem o problema, sao escritas na forma de equaçoes 
integrais onde o domínio de integração é o contorno da região 
estudada. 
O método das equaçoas integrais, como á talllbam 
conhecido o NEC, tem se nastrado bastante eficiente em muitos 
problemas de engenharia, muito embora poucos programas tenham 
sido desenvolvidos caso se taça uma comparação, por exemplo, com. 
o método dos elementos finitos. 
A iaplementação numerica 
. 
do MEC e uma das mais 
DDdernas. O primeiro trabalho para análise elástica linear 
tridimensional, com elemento isoparamétrico quadrático, foi de 
autoria da LACHAT (1] em 1975, utilizando a solução fundamental 
de Kelvin. Em 1978, BREBBIA (2) publicou uma introdução ao 
método dos elementos de contorno aplicado a problemas de 
potencial e elasticidade linear estática. !lais tarda, am 1984, 
foi publicado por BREBBIA, Tli:LLES a LIROJ3EL [3] um liuro mais 
completo com problemas não lineares e dependentes do tempo. 
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Apasar da recanta, o MECC t .... tido um 
desenvolvimento bastanta rápido como poda sar verificado nos 
anais das conferências especificas, por exemplo, o BEM IX [4]. 
Isto se justifica pelos bons resultados que o método vem 
apresentando, principalmente, em casos como regioes de 
concentração de tensões e regiões infinitas em que o método dos 
ele .. ntos finitos tem deDDnstrado menor eficiência. 
O MEC apresenta ainda, vantagens sobre os métodos 
que discretizam o dominio como por examplo, a menor quantidada 
de dados de entrada necessária à definição de uma determinada 
região, uma vez que apenas o contorno é discretizado (a dimensão 
do probla ... fica raduzida am uma unidada). Portanto, o sistama 
. 
de equaçoes montado e menor e, -consequente1111nte, o tempo 
computacional tende asa reduzir, embora dependa ainda de outros 
. 
fatores como o numero de pontos internos. 
Pode-se também apontar como vantagem do mátodo 
dos elementos de contorno, o tato de que o cálculo dos 
deslocamentos e tensões no interior da região analisada pode ser 
feito apenas nos pontos em que isto se fizer necessário. E 
ainda, as tensões nos pontos internos possuem a mesma precisao 
dos deslocamentos e torças de superticie no contorno, uma vez 
qua a derivação á feita nos tensores da solução fundamental. No 
..étodo dos elementos finitos (11Ddelo de deslocamentos) sabe-se 
que as tensões calculadas possuam precisao interior aos 
deslocamentos pelo tato de serem obtidas por derivação destas. 
o método dos elementos de contorno vem 
demonstrando ser uma técnica numérica viável. Entretanto, por 
ser ralatiuananta racanta, a sua aplica9ãa, am muitos prahlamas 






HEC para anilise 
consista na 
elástica linaar 
estática tridimensional, considerando meios elásticos finitos e 
infinitos (solução fundamental de Kelvin), utilizando a 
for1111Jlação direta e o conceito de região definido por KELLOGG 
[5], ou seja, regiao onde o contorno e representado por 
superrlcies regularas podando apresentar cantos ou angulosidades 
e nao necessariamente suave em todo ele. 
O programa desenvolvido, MEC3DE, tam como 
objetivo iniciar um sistema co111putacional mais complexo capaz da 
solucionar os mais variados problemas da engenharia, nos quais o 
mátodo dos alamantos da contorno possa sar aplicado, atendando 
aos mais diversos tipos da usuário. O MEC3DE foi elaborado numa 
forma hem modulada visando futuras iq,lementaçÕes sem que sejam 
necessarias mudanças profundas na sua estrutura. 
Esta tese está dividida em 5 capítulos: 
No capitulo II, é apresentado um resumo da teoria 
da elasticidada linaar. 
do método 
No capitulo III, encontra-se a formulação direta 
dos elementos de contorno necessária ao 
dasanvolvimanto desta trabalho. 
No capitulo IV, está descrito o procediDEnto 
numárico do método, com as equaçoes na torma em que toram 
implaaantadas.. 
' No capLtulo V, sao apresentados alguns exeq,los 
cujas soluções obtidas com o HEC3DE, são comparadas com as 
soluções exatas ou obtidas com o método dos elementos finitos. 
Finalmente, no capitulo VI, está a conclusão do 
trabalho e algumas sugestões para futura a111>liação do programa. 
11.1 - INTRODUÇÃO 
CAPÍTULO II 
TEORIA DA ELASTICIDADE 
Considere-se um corpo qualquer submetido a um 
determinado tipo de carregamanto. Se as forças eKternas forem 
tais que , em todos os pontos do corpo, introduzam tensões que 
nao excedam um certo valor, as deforneçÕes produzidas 
desaparecem quando estas forças deiKam de atuar. Esta 
propriedade de recuperar a torne inicial apos o carregamento, 
está presente na grande maioria dos materiais empregados na 
engenharia e e denominada de elasticidade. Os corpos 
constituídos de tais neteriais são chamados de carpas elásticas. 
Diz-se, ainda, que um corpo e linearmente elástica quando a 
relação entre as tensões aplicadas e os deslocamentos sofridos 
for linear. 
Neste trabalho, além da hipótese da linearidade 
Fisica, admite-se que os deslocamentos sofridos pelo corpo sao 
ll'llito pequenos em relação 
. 
as suas dimensões ( hipótese dos 
pequenos deslocamentos ), de tal forne que, a sua configuração 
deformada se confunde com a configuração inicial. Portanto, 
somente pequenas deformações, tai5 como usualmgnta ocorram na 
engenharia estrutural, são consideradas ( hipótese das pequenas 
deformações ). Estas duas hipóteses, consideradas conjuntamente, 
estabelecem a hipótese da linearidade geométrica. 
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A matéria do corpo elástico 
. 
e considerada 
homogênea e distribuida uniforll'Smente no seu volume, de tal 
torma qua a manar alamanta ratirado do corpo possua as suas 
ll'Ssmas propriedades físicas especificas. Admite-se também, que o 
corpo é isotrÓpico, ou seja, as suas propriedades elásticas sao 
as ll'Ssmas em todas as direções. Diversos materiais estruturais 
nao satisfazem tais hipóteses, entretanto, a experiência 11Dstra 
que soluções da teoria da elasticidade baseadas nas hipóteses da 
homogeneidada a isotropia, podam sar aplicadas com grande 
precisao. 
Considera-se ainda que o material e hiperelástico 
(material elástico de Green [6]): existe uma função potencial 
elástica cuja derivada, em relação às componentes de deformação, 
determina a componente de tensão correspondente 
As equações de equilíbrio e as de conpatibilidade 
entre deslocamentos e deformações são desenvolvidas com base na 
hipótese da linearidade geométrica. 
As hipóteses de homogeneidade, isotropia e 
comportamento linear fisico e geométrico garantem a obediência à 
Lei de Hooke [7] ou seja, linearidade das relações entre tensões 
e deformações especificas em todo o corpo estrutural. 
Este capitulo apresenta algumas equações básicas 
da teoria da elasticidade necessarias ao desenvolvill'Snto da 
rornulação do método dos elementos de contorno para problemas 
tridimensionais no regime elástico linear. 
As equações aqui apresentadas estão em notação 
indiciai Q para um estuda mais detalhada da teoria da 
elasticidaede linear, convém consultar as rererências [6], [7] e 
[B]. 
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II.2 - EQUAÇÃO DE EQUILÍBRIO 
r 
-FIGURA 11,1 - Corpo a+ r sob açao de torças genericas 
O estado tensional no interior do dominio a am 
relação ao sistema de coordenadas cartesianas x 1 x 2 x 3 , é dado 
nalo tansor de tensões a · .... ij' 
Üi1 
X3 
FIGURA II.2 - TensÕes internas 
., 
Considerando as co1111onantes do vetor tensão qwa 
atua em cada faceta do paralelepipedo infinitesimal, como 
indicado na figura II.2, o equilibrio de torças e momentos 
resulta na seguinte equação: 
ª·J . + bJ 1 , 1 = 0 
( II.1 ) 
que e conhecida cono a equaçaa de Bavier. ªiJ representa as 
componentes do tensor de tensão e b. as co1111onantes das torças 
J 
de vo 11111111 • 
As equaçoes de aquilÍbrio de w,omantos conduzem a: 
= a .. Jl 
( II.2 ) 
o qwa indica a simetria do tensor de tensões. 
As tensões nUIII plano n qualquer sao dadas pela 
tÓrmula de Cauchy: 
= ( II.3 ) 
onde pi é a componente do vetor tensão que atua no plano n e nj 
corresponde aos cossenos diretores da normal a este plano. 
A equaçao de Navier deve ser atendida em todos os 
pontos do interior do domínio Q. As tensões variam em Q e, 
quanda chaga• ao cantarna, davam 5ar tais que astajam em 
equillbrio com as torças de supertéie. 
e 
/ 
FIGURA II.3 - Forças de superricie. 
Admitindo que as 9 co111>oruantes do tensor da 
tensão sao conhecidas em um determinado ponto de O, a aplicação 
da equaçao (II.3), num plano coincidente com a superricie, 
resulta na condição de equilihrio no contorno do corpo: 
= a . . •n. 
lJ J 
( II.4 ) 
onde p. corresponde as componentes do vetor força de superrlcie 
J 
e a normal n. aponta para fora do corpo. 
J 
Notar que as equaçoes de equilihrio sao lineares, 
o que e consequencia da hip~tese da linaaridade geomátrica. A 
nudança da configuração da estrutura não influencia na obtenção 
das equações de equilihrio. 
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11.3 - RELAÇÃO DEFORMAÇÃO-DESLOCQl'IEHTO 
O estado de deformação em um ponto no interior de 
um corpo, em relação a um referencial x 1 x 2 x 3 , e definido pelo 
tensor de deformações especificas: 
E • • 
lJ 
= 
1 -r·( u .. + u .. ) 1,J J,l ( 11.5 ) 
Dado um c•mpo da daslacamanto ui= ui(x1,x•,K3), 
funções continuas e deriváveis, as deformações são determinadas 
por derivação. Tal como indicado na equação (11.5). 
Dadas as deformações, E • • , os deslocamentos sao 
lJ 
obtidos por integração. 
Para assegurar um campo de deslocamentos continuo 
e univoco, as deformações nao são funções arbitrárias, mas devem 
guardar entre si relações de compatibilidade: 
= 0 ( 11.6 ) 
As equaçoes de campa t ih i l idade sao também 
conhecidas como equaçoes de Saint Venant, e apesar dos quatro 
Índices livres resultarem 81 equações algébricas, apenas 6 delas 
são independentes podendo ser encontradas nas referências [7] e 
[8]. 
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II.4 - LEI DE HOOKE 
Para um material homogeneo, isotrÓpico e 
linearmante elástico, a rela9âo tensão-deforma9âo é dada pela 
lei de Baal!.e: 
a .. 
iJ = 
( II.7 ) 
Admitindo o estado inicial neutro, a lei da Hooka 
fica: 
a . . 
iJ = 
( II.8 ) 
onde Cijkl e o tensor de 4ª ordem de constantes elásticas. 
As considerações de simetria do tensor de tensão, 
. 
de hiperelasticidade e de isotropia, reduzem o numero de 
constantes elásticas do tensor Cijkl a duas, À e G, conhecidas 
como constantes de Lamé: 
= ( II.9 ) 
com 
À = 2·G·v ( II. 10 ) 1 - 2•U 
sendo G o módulo de elasticidade transversal, v o caeFiciente de 
Paissan e 6ij o delta de Kranecl!.er definido a sequir: 
6 .. = 1 
1J 




i = j ( Il,11 ) 
i "1- j 
-Substituindo as equaçoes (11.9) e {11.10) em 
(11.8) chega-se a lei de Hooke generalizada: 
= + 2•G•E .. 1J 
( II.12 ) 
Notar que o módulo de elasticidade longitudinal E 
pode ser escrito em termos de G eu: 
E = 2·G·( 1 + u) ( II. 13 ) 
11,5 - EQUAÇÕES DIFERENCIAIS GOVERNANTES 
Substituindo a equaçao (11.5) em (11.12) obtém-se 
-a expressao das tensões em termos das derivadas dos 
deslocamentos, que substituída na equação (11.1) leva à: 
G•u ... 1,JJ + 
G 
-----•u ... 
1 - 2·u J,Ji 
+ b. 
1 
= 0 ( 11.14 ) 
As equaçoes de equ11Íbr1o expressas em termos dos 
deslocamentos sao conhecidas como equações de Lamé ou também 
-como equaçoes de navter. 
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a expressao das forças de superficie, em termos 
dos deslocamentos, é obtida substituindo {II.5) em {II.12) que, 
em seguida, é substituida em {II.4): 
+ 
2 ·G· u 
1 - 2, u 'ul, 1 'n j { II.15 ) 
a equaçao (II.14) deve ser atendida em todo o 
dominio Q e a equaçao (II.15) em todo o contorno r. Nestas 
equaçoes, baseia-se a formulação do Método dos Elementos de 




FORl'lllLQÇÃO DO l'!ÉTODO DOS ELEHEHTOS DE CONTORNO 
III.1 - INTRODUÇÃO 
Neste capitulo apresenta-se a fornnlação direta 
do método dos elementos de contorno. 
Partindo da lai da Hooka a can~idarandc a 
simetria do tensor de tensão, chega-se ao teorema da 
reciprocidade [BJ que, após a particularização das forças de 
volume da região fundamental (método da carga unitária [9]), 
resulta na Idantidada da Somiqliana. 
Apresentam-se as funções de distribuição dos 
deslocamentos e forças de superfície na regiao fundamental, 
considerada como um meio elástico infinito, propostas por Keluin 
[10]. Tais funções sao solução da equação de Hauier definindo o 
estado de equilÍbrio da região fundamental particularizada pelas 
forças de uolume. 
A idantidada da Samigliana aplicada ao contorna, 
determina a equaçao inteqral do contorno cuja aplicação é 
estendida as regiões infinitas (cauidades). 
Finalmente, a da identidade de 
Somigliana define o estado de deformação e, consequentemente, o 
estado tensional no domínio. 
as tensões no contorno sao calculadas pelo 
procedimento apresentado por LACHAT (1] e BREBBIQ, TELLES e 
UORBEL (3]. 
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111.2 - IDENTIDADE DE sonIGLIANA 
Seja um corpo elástico linear, ho11Dgéneo e 
isotrÓpico, da dominio Q a contorno r, que astá em equílibrío 
sob a9ão de cargas e deslacamantas prescritos . 
.{L 
FIGURA III.1 - Corpo Q + r em equilíbrio. 
O contorno r diuide-se em r, onde sao conhecidos 
u 
as daslacamantas: 
u. (x) = Ü. (x) 
i i 
K E r u 
e r, onde são conhecidas as for9as de superfície: 
p 
p. (x) = p. (x) 
i i 
K E T p 
( 111.1 ) 
( 111.2 ) 
Este estado de equilíbrio, sujeito as condi9Ões 
de contorno (III.1) e (III.2), é caracterizado pelos campos de 
deslocamentos u.(x), de deforma9Ões E • • (x) e de tensões a;J-(x) 
i iJ ~ 
no dominia ( K E Q ), pelos caq,os de deslocamentos u.(x) e de 
i 
for9as de superfície p.(x) no contorno ( x E r) e pela a9ão das 
i 
forças da ualuma bi(x). 
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. * * Considere-se agora um domínio Q com contorno r, 
podendo ser o infinito, que contenha o corpo Q + r. Esta nova 
regiao definida por a* + r* está num estado de equi!.l.brio 
* * * * b~ representado por: a .. 
' 
E • • 
' 
u. 1 pi e lJ lJ 1 1 
- * * . FIGURA III.2 - Regiao Q + r que contem Q + r. 
pela equaçao (II.8), é: 
a .. 
lJ 
onde e o tensor isotrÓpico, de quarta ordem, de 
constantes elásticas ( equaçao (II.9) ). 
O corpo Q + r está contido em + r* 1 
portanto, as duas regioes possuem as mesmas propriedades 
elásticas, logo: 
.. 
a .. = 
lJ 
.. 







a . . •E • . 
lJ lJ = 
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Procedendo-se, então, da sequinte maneira: 
.. 
Cijkl •Ekl •Eij 
* Ekl •Cijkl •Eij .. 
Ekl,Cklij°Eij 
* Ekl 0 ªkl 
-( ver equaçao (II.9) ) 
Integrando-se a equação acima sobre o dominio O, 
que é o domínio estudado, obtém-se: 
( III.3 ) 
uma vez que as propriedades elásticas são as mesmas. 
- -Substituindo a equa9ao (II.5) na equaçao (III.3), 
desenvolvendo, inicialmente, a integral do lado 
chega-se a: 
_1_, Ja .. ·( 
2 0 1J 
) dQ 
esquerdo, 
( III.4 ) 
.. 
( a . . •U. ) 11. lJ J 
.. 
( a . . •U. ),J. lJ l 
1? 
Com a derivação seguinte: 
= 
= 
-as integrais do lado direito da equa9ao (III.4} ficam: 
Ja .. •U~ 1 • dQ lJ l J = Jc 
= Jc 
.. 
a . . •U. 
lJ l 
), . dQ - Ja .. 1 .•U~ dQ J a lJ J J 
a apllcação do teorema da dtverqêncta 
. 
(6] a 
primeira integral do lado direito das equações acima fornece: 
J< * ) 'i dQ rJªij'u~ ·nj dr Jp. •U~ dr a . . •U. = = lJ l r 1 1 
J< * ) 'j dQ rJªij'u~·nj dr Jp. •U~ dr a . . •U. = = lJ J r J J 
onde n. são os cossenos diretores da normal à superfície r, e p. 
J J 
são as forças de superficie dadas pela equação (II.4): 
a . . •n. 
lJ l 
Notar que ªtj = a .. Jl 
( equaçao II.2 ). 
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Da equaçaa de Bavier (II.1), de modo a satisfazer 
o equilibrio, a força de volume é: 
bJ. = - a ij'i 






* pi 'ªi 
* b. •U. 
l l 
(III.4) obtém-se: 
* ) dr +pj'uj + 
* ) d'2 l + b .•U.J J 
como os Índices 1 e J no lado d1re1to sao 11Udos, somam-se: 
Jp. •U~ dr + Jb. •U~ d'2 r 1 1 1 1 
De5envolvendo-9e, analogamente, o outro lado da 
equa9ao {III.3) ohega-5e a, 
Jp. ·u~ dr+ Jb. -u~ d'2 = r 1 1 n 1 1 J p~•U. dr+ rb~•U. d'2 r11 0J11 ( III.5 ) 
que corresponde ao 2t teorema de Betti [B] (reciprocidade). 
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Va111Ds admitir qua as componantas das torças da 
volume b~ correspondem a forças concentradas tmitárias aplicadas 
no ponto t E a* em cada uma das três direçães ortogonais 
raprasentadas pelo vetor d• co1111onantas P 1 . Dessa modo, as 
componentes do vetor força de volume são dadas por: 
( III.6 ) 
onde Pi= 1 e A(t,x) é a função Delta de Dirac [3], definida 
par: 
1 
A(t,x) = 0 
af r(x)·A(t,x) dO(x) = t(t) sa t e a 
Esta particularização não traz problemas una vez 
. * . . que o dominio a pode ser qualquer. O dominio estudado e a. 
Fazendo com que t E a, pode-se ver que a 
consideração acima, para as forças de volune, equivale ao método 
da carga unitária [9]. 
Portanto, se t E a, a segunda integral do lado 
direito da equação (III.5) fica: 
= JA(t,x)·P.•u.(x) dQ(x) 
J J 
= ( III.7 ) 
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Admitindo ainda, cada carga concentrada atuando 
independentemente, os deslocamentos e forças de superficie da 
- * * regiac a + r pedem ser escritos na forma: 
.. 







p . . (t,x)•P. 
l J l 
* u .. 
lJ 
e 
( III.8 a ) 
(III.Bb) 
sac, respectivamente, os deslocamentos e as 
forças de superficie na direção j no pente x, correspondendo a 
uma força unitária aplicada no ponto t na direção i. 
-Substituindo as equaçoes (III.7) e (III.8), a 
equaçao (III.5) pede ser escrita para representar as tres 
componantas do daslocamanto am t E O, am separada, na saguinta 
forma: 
u.(t) = Ju~ .(f,x)•h.(x) dO(x) 
l l J J 
+ Ju~ .(t,x)•p.(x) dT(x) r iJ J 
JP~J(t,x)•u.(x) dT{x) r i J ( III.9 ) 
-a equaçao acima e conhecida co11D a Identidade de 
Somigliana. Foi obtida da reciprocidade com uma solução singular 
da -equaç,ao de , * -Lame (II.14), com b. dado pela equaçao {III.6), 
J 
satisfazendo: 
* O• u j,kk + G * 1 - 2•u ·uk,kj .. .õ(t,x)•P. J = 0 ( III. 10 ) 
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III.3 - SOLUÇÃO FUNDANENTAL 
As soluções da equaçao (III.10) -sao chanadas da 
soluqÕes fundamentais. Existem diferentes soluções que podem ser 
igualmente e1111regadas, dependendo da região a* + r* e das 
condiçÕes da contorno. 
Neste trabalho considera-se apenas o caso no qual 
o domlnio a* 
' 
representa um 111&io elástico infinito a, 
consequentemente, r* está situado a uma distância infinita do 
domínio a. Para este caso, a solução fundamental 
solução obtida por Kelvin [10]. 
. 
corresponde a 
Sanda t a ponta fonta a K a ponta caq,a, as 
expressoes da solução fundamental são [3]: 
a) Deslocamentos 
= 
( III.11 ) 
* * * U11 Ut 2 U13 
* * * * u = Uz1 Uzz U13 -
* * * ª•1 U91 U33 
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b) Forças de superEicie 
-Substituindo a equaçao (III.11) em (II.14) 
obtam-se a expressão para as torças d• superrlcie: 
2 • [ [ ( 1 - 2•v ) •6 .. + 3•r . •r . v)•r lJ 11 ,J J 
. ..!!:..... 
8n 
( 1 - 2· v ) , ( r 1 ,n. - r . •n. ) l • J 'J 1 ( III.12 ) 
* * * P11 Pu Pu 
* * * * 2 = Pu Ptt Pt• 
* * * p31 P3t p33 
-Em todas as expressoes Eundamantais, r = r(f,x) 
representa a distância entre o ponto fonte te o ponto ca11110 K e 
suas derivadas são tonadas com referência 












as coordenadas do 
( III.13 ) 
( III.14 ) 
( III.1:1 ) 
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Fisicamente as soluções fundamentais, u~.(t,x) e lJ 
* piJ(t,x), significam, respectivamente, os deslocamentos e forças 
de superfície na direção j no ponto x, correspondentes a mna 
força unitária aplicada no ponto t na direção i. 
• 
FIGURA III.3 - Carga concentrada unitária aplicada na região 
infinita a* no ponto t-
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III.4 - EQUAÇÃO INTEGRAL DO CONTORNO. 
A identidada da Somigliana foi obtida sem nenhuma 
distinção entre as diferentes soluções fundamentais ' . poss1ve1s. 
Entretanto, a sua aplicação para as soluções propostas por 
Kelvin [ 10], torna-se poss.Í.vel sa sao conhacidoi; os 
deslocamentos e torças de supertlcie em todo o contorno r, uma 
vez que as torças de volume são consideradas sempre prescritas. 
Para determinar estas incógnitas considera-se, na 
equaçao (III.9), o ponto t pertencente ao contorno r. Admite-se, 
portanto, o ponto t como um ponto interno envolvido por parta da 
uma superficie esférica de raio E, tal como indicado na figura 
abaiKo. 
.J'\. 
FIGURA III.4 Ponto interno t envolvido por parta da uma 
superf.Í.oie esférica. 
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A equação (111.9) pode, então, ser escrita na 
seguinta rorma: 
U. ( () = _ f U *_ . ( ( 1 K) • p . ( K) dr ( K) 
i r-r +r i J J 
E E 
_ JP~-(t,x)•u.(x) dr(x) 
r-r +r 1 J J 
+ Ju~.(t,x)•b.(x) dQ(x) 
Q lJ J 
E E 
( 111.16 ) 
Fazando com qua t partança ao contorno r 
u. (t) 
1 
= l im ( 
E-+ O 
_ Ju~ .(t,x) •p .(x) 
r-r +r 1 J J 
E E 
dr(x) 
_ f P ~ . ( t, x) , u . ( x) dr ( x) 
r-r +r 1 J J 
E E 
+ Ju~. (t,x) •b. (x) dQ(x) ] 
Q lJ J 
( III.17) 
a t'unção * u .. ( t, x), apesar ele singular quanclo lJ 
x = t , é integrável em todo o contorno r, 
u. (t) 
1 
= Ju~ . ( ( 1 K) • p . ( K) dr ( K) r lJ J + Ju~.(t,x)·b.(x) dQ(x) Q lJ J 
lim 
E-+O 




O limita acima poda sar ascrito na forma: 
lim 
E~ 




Jp':' .(f,K) •U .(K) I'-1' iJ J 
E 
dI'(K) 




f Jp:j(t,x)•uj(x) dI'(x) 
E 
1 i m u . ( t) , _ f p 7 . ( t, x) dr ( x) 





-na equaçao {III.19), pode ser 
+ 
( III.20) 
Sendo o campo de deslocamentos u.(x} continuo em 
J -t, a primeira integral do lado direito da equaçao (III.20) 
desaparece: 
lim _ Jp:.(t,x)•u.(x) 
E~ I' J J 
dI'(x) = uj(t)·f JP:j(t,x) dI'(x) 
E E 
( III.21 ) 
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-A segunda integral do lado direito da equaçao 
(III.19), considerada no sentido do valor principal de Caw,hy 
(3], terá sua existência coq,rovada se a função u.(x) satisfizer 
J 
a condição de Holder (5] em t, na for111a: 
1 u.(x) - u.(t) 1 ~ B·rª 
J J 
( III. 22 ) 
-onde B e a sao constantes positivas. 
-Substituindo-se a equaçao (III.21) em (III.19) e, 
-em seguida, substituindo-se a equaçao (III.19) em (III.18), 
obtem--se a identidade de Somigliana para pontos do contorno r: 










que pode ser reordenada na forma abaixo, 
e .. ( t) · u. ( t) + JP ~ . ( t, x) . u . ( x) dr( x) 
1 J , r 1J J = Ju~ .(f,x) ·p .(x) dT(x) r q J 
+ fu~j(t,x)•b.(x) dO(x) 
a ' J 
( III. 23 ) 
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anda a primaira integral da lado asqwardo daua sar considerada 
no sentido do ualor principal de Cauchy (3] a o coaficianta 
é dado por: 
e .. lJ 
( III.24 ) 
-sendo õij o Delta de Kronecker definido na equa9ao (II.li). 
-Considerando que as for9as de volume sao sempre 
conhecidas e aplicando as condi9Ões de contorno (III.1) e 
(III.2) 1 -a equa9ao (III.23) se torna a equa9ao integral do 
contorno uma vez que as 1ncÓgn1tas sao os 
p.(x) no contorno. 
J 




Quando a normal ao contorno r e univocamente 
definida em t (contorno suave) o coeficiente CiJ(t) é dado por: 
. 
que na forma matricial e: 
e = -
0.5 0 0 
0 0.5 0 
0 0 0.5 
caso contrário, expressões analíticas para e .. (t) 
lJ -sao apresentadas em (11]. 
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III.5 - REGIÕES IHFIHITAS 
Para o caso de regioas infinitas, com uma ou mais 
cavidadas, a extensão da equação (III.23) exige a consideração 
da algumas hipótesas adicionais, relativas ao colll)ortamento das 
tunçÕas envolvidas am uma suparfÍcia infinitamanta distante do 
ponto fonta f. 
Seja p o raio de uma asfara da suparfÍcia r p 





FIGURA III.5 - Região infinita com cavidade interna. 
Para a região entre r e r a p 
com b. = 0, pode sar escrita na forma: 
J 
-equaçao (III. 23), 
e .. ( t l . u. ( t l + Jp ~ . ( t, X l · u . ( X l dr( X l + 
1 J 1 r 1J J fp~ .(t,x) •u.(x) r lJ J dr(x) = 
p 
Iu~ .(t,x)•p .(x) dT(x) + r lJ J Iu~ .(t,x)•p.(x) r lJ J díl(x) ( III. 26 ) 
p 
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Tirando o limite quando p ~ma equaçao (III.26) 
poda ser escrita am tarmcs da intagrais sobrar apenas sa a 
condição abaiKo for atendida: 
lim J [P~-(f,K)•u.(K) - u~ .(f,K)•p.(K)] dI'(K) = 0 r 1J J 1 J J 
~p 
(III. 27) 
No caso tridimensional, o comportamento das 
funções e nas integrais r p (K E r ) , p 
considerando o contorno no infinito, é mostrado abaixo: 
* ) O(p-1 ) Uij(t,K = 
* ( .. ) O(p-!t) pij ,,x = 
Portanto, se na pior hipótese, u.(x) = O(p--t) e 
J 
= no infinito, as condigÕes de regularidade 
(III.27) são atendidas. 
Pode-se ainda observar que, se a carga total 
aplicada sobre a superfÍ.cie r -nao for auto-equilibrada, o 
princípio de Saint Venant [7] mostra que u.(x) e p.(x) terão o 
J J 
mesmo comportamento da solução fundamental correspondente a uma 





= O(p-z) são obtidos e cada termo da equação 
(III.27) se anula separadamente. 
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Consideração de forças de volume nao foi incluida 
nast• trabalho, portanto, considerou-se b.(x) 
J 
= 0 para 
simplificar. Maiores detalhes desta análisa encontra-se em 
BREBBIA, TELLES a IJROBEL (3]. 
A identidade de Somigliana fica também válida 
para as ragiÕas infinitas. 
Notar que no caso de regiao infinita, a normal 
aponta para dentro da cavidada, enquanto que, coerantanmnta, no 





FIGURA III.6 - Sentido da normal: a) cavidada b) dominio finito 
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III.6 - TENSÕES NOS PONTOS INTERNOS 
Os deslocamentos nos pontos internos (f E O) -sao 
representados de forma continua pela identidade de Somigliana. 
As deformações, portanto, são obtidas substituindo-se a -equaçao 
(III.9) nas relações deformação deslocamento (II.5) 1 após 
derivação em relação as coordenadas de f [3]. 
= 
-1 r 
16•n•(1 - u)·r 2 '[ ( 1- 2•u )•(r .•6.k +r .6.k) ,1 J ,J 1 
r k ·6 .. 
' 1 J 
* a .. k(f,x) lJ = 
r k•6 .. ) 
' 1 J 
+ 
+ 3 • r . • r . •r ] 
,1 ,J ,k 
3•r . •r . •r ] 
,1 ,J ,k 
( III.28 ) 
( III. 29 ) 
Os tensores (III.28) e (111.29) sao obtidos a 
partir da solução fundamental de Kelvin [10] e, fisicamente, 
significam a deformação E • • e a tensão a . . , respectivamente I em lJ lJ 
um ponto campo K devido a uma carga unitária aplicada no ponto 










e t -ensoes E undamenta is 
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Substituindo o tensor de deformação na lei de 
Hooke, o estado de tensão no ponto interno fica definido: 
( III. 30 ) 
onde: 
= ( III.31 } 
= 
3•u•( n. •r, .•r,k 
1 J 
.. } .. 
(1-2•u)·( 3 • nk, r, . , r, . 
1 J 
.. .. 
( III. 32 ) 
Já considerada a sUl>st1tu1ção 
õr 
= = 
õr ( III. 33 ) ax. ( x) 
1 
Para maiore!I detalhe!! 
con!lultar a refer;naia [3]. 
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III.? - TENSÕES NO CONTORNO 
As tensões no contorno poderiam ser obtidas pelo 
limite da equaçao (III.30) quando t tende ao contorno. No 
entanto, tal procadimento apresanta a desuantagem das integrais 
taram singularidades de ordem supariar. 
Um procedimento alternativo para o cálculo das 
tensões na contorno, sugerido por LACHAT [1] e BREBBIA, TELLES e 
UROBEL [3], consiste em definir um sistema cartesiano auxiliar 
de coordenadas locais (x1 ,x2 ,ii3 ) no qual, um dos planos é 
tangante aa aantarna na panta t anda e• d•GDja calaular ac 
tensões. Um dos eixos, portanto, é normal ao contorno em f. 
Admitindo-se, então, o plano tangente ao contorno 
em t definido por x 1 e x 2 (x3 s n) a equação de Cauchy, para o 
siste111a de referência local, fornece: 
( III. 34 ) 
( III.35 ) 
ã,,(t) = i>,<tl ( III.36 ) 
As outras tres componentes do tensor de tensão 
sao obtidas pela lei de Booke generalizada, equação (II.12): 
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( III. 3? ) 
( III. 38 ) 
( III. 39 ) 
onde as três co1111onentes do tensor de deformação segundo o plano 
do contorno, E 111 E 12 e E 22 , são obtidas de: 
1 
= --r· ( u. . + u .. ) 1,J J,1 ( III. 40 ) 
.Rs tensões -no contorno para sistema global sao 
obtidas pela lei de transformação para o tensor de 2! ordem: 
( III.41) 
onde R e a matriz de rotação. 
O procedimanto empregado ne5te trabalho para 
definir o sistema cartesiano auxiliar está descrito na seçao 
IV.8. 




Obter a solução analítica fechada das equaçoes 
integrais apresentadas no capitulo anterior, para a grande 
maioria dos problemas de engenharia, é naito ditlcil e inviável. 
Por esta razão é necessário um procedimento numarico, que será 
apresentado neste capitulo. 
A iJ111lementação numárica do l'!EC requer que o 
contorno seja discretizado (dividido) em uma série de elementos 
que têm a geometria descrita em função das coordenadas de seus 
nós geométricos, através de funções de interpolação. Sobre estes 
eleaantos, os deslocamentos e forças de superfície sao tanmám 
interpolados em função de seus valores nos nós funcionais • 
. 
A equaçao ( III. 23) e escrita, na forma 
discreti2ada, para cada ponto fonte t aplicado nos pontos nodais 
funcionais e as integrais sobre cada elemento sao calculadas. 
Com a imposição das condições de contorno, surge um sistema de 
equaçoes algébricas tendo como incógnitas os valores de 
deslocamentos e forças de superfície nos nos funcionais do 
contorno. Forças de volume nao toram implementadas 
trabalha. 
neste 
Os deslocamentos e tensões e• qualquer parte do 
domínio e as tensões no contorno sao obtidos em função dos 
valores dos deslocamentos e forças de superfície no contorno. 
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IV.2 - DISCRETIZAÇÃO DO CONTORNO 
a solu9ão aproximada da equa9ão (III.23) é obtida 
dividindo-se o contorno r em L elementos. a equa9ão integral do 
contorno pode, portanto, ser escrita na forma seguinte, válida 










ru .. (t,x) •p .(x) dI'(x) r J lJ J ( IV. 1 ) 
l 




-sao aproximadas no 
elemento generico r 1 pela função de interpola9ão fi: 















( IV.2 ) 
filn(x) -p~n 
J 
( IV.3 ) 
-e saa, respectivamente, os ualores das 
deslocamentos e forças de superficie no ponto nodal n do 
elemento rl' l · · ln • N e o numero de pontos nodais em r 1 
e fi (x) e a 




As funções de interpolação -sao 
datarminadas da medo qua rapracantam axatafflliilnta: 
ln 
Hl 
1 1n(x)•u~n u. = E K E r 1 ( IV.4 } J n=1 J 
ln 
Nl 
1 1n(x)·p~n pj = E K E r 1 ( IV.5 } 
n=1 J 
. . 
o que significa que quando x corresponde a coordenada do no 
ln - ln runcional n, tem-se, = 1 e, quando nao, , = 0 1 resultando: 
Nl 
E 1 1n(x) = 1 ( IV.6 ) 
n=1 
As equaçoes (IV.4) e (IV.5) garantem que as 
condições de contorno (III.1) e (III.2) são atendidas nos pontos 
nodais funcionais. 
O valor de uj(tl pode tani>ém ser interpolado em 
função dos valores dos pontos nodais do elemento no qual 
encontra-se o ponto fonte t: 
u .(t) = 
J 
( IV.? } 
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A representação matricial dos terDDs das equações 
( I 11. 2) , ( IV. 3) e ( IV. ? ) é: 
u, 
-11 0 0 if ll 
ifln(x) ~ tl = 0 if 11 0 0 


















































Os deslocamantos • tor9a5 de suparficie ao longo 










elemento r 1 • 
a 
K E T ( IV,8) 
K E T ( IV. 9 ) 
runção de interpolação 
. 
do no tunc1onal n do 
Admitindo, ent.ão, as aproxinaçÕes definidas nas 
equações (IV,2), (IV.3) e (IV.7) a equação (IV.1), válida para 










em que as incógnitas são os deslocamentos (~1 ) e as forças de 
superflcie (e1 J nos N nós funcionais do contorno r. 
superfi.cie, 
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De maneira análoga aos deslocamentos e forças de 




, sao expressas em termos das coordenadas de seus nos 
geométricos, satisfazendo uma relação definida pela função de 
interpolação ~ na seguinte forma: 
K. ( x) = 
J 
( IV.11) 
l , lm 
sendo n o numero de nos geometricos do elemento r 1 e~ (x), a 
função de forma associada ao nó m pertencente r 1 • 
As - lm funçoes de forma~ (x), em cada elemento r1 , 
devem satisfazer: 
= ( IV. 12 ) 
de modo que ~lm = 1 quando x 
. 
corresponde a coordenada do no 
geométrico me, ~lm = 0 quando em contrário, o que resulta: 
( IV.13) 
De um modo geral as coordenadas em todo o 






K E r ( IV.14) 
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Os terDJs da equa9ao (IV.11), na forma matricial, 
sao dados por: 
= 




.,.1m(x) =) !l 0 .,,11 0 0 .,,11 0 0 1n
1 
0 = ... 'I' 




















As fun9Ões de interpolação t 1 a de forma .,, l - -sao 
expressas am termos da coordenadas adimansionais (q 1 ,q 1 ,q 9 ). 
Dava-sa, portanto, conhecer a forma para passar do sistema da 
coordenadas global (x 1 ,x 1 ,x 9 ) para esta sistema da coordenadas 
intrlnsaco a assim escrever o diferencial da área dr em função 
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__ .--.. 112 
FIGURA IV.1 - Sistamas da coordanadas. 
Conçidarando a çiçtama de coordanadaç definido na 
figura acima, a transrormaçio geral, para uma runçio r, é dada 
por: 
ar ax1 ax2 ax3 ar 
a111 ª111 él111 é171, ôi7 
élf élx 1 é!x 2 ÕK3 élf ( IV. 15 ) élr12 = él112 ª112 a112 ax2 
élf élx 1 ax2 ax. ar 








a112 = ax2 -
ar ar 
iJl13 aii; 
' onde J • conhecida COIID matriz Jacabiana. 
A relação inversa é, então: 
ar ar 
aiii" B111 
or -1 or 
llx 2 




O diferencial de area e dado por: 
ar 
dr= -8111 X ( IV.16 ) 
Pode-se ver que IVI • o 11Ddulo do vetor normal ao 
contorno: 
ar ar -V=--X--8111 lll12 = 1 Bx1 ax2 1'x3 8113 1 8113 1 8113 ) = ( IV. 17 ) 
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senda! 
v, = 8K2 8K3 8K3 
ax, ( IV.1Ba ) 
ili'/ 1 õn. ili'/ 1 õn, 
V2 = 
8K3 ax, 8K1 8K3 ( IV. 18b ) 
ili'/ 1 à!'/2 an, à1'12 
V3 = 
8K1 8K2 8K2 8K1 ( IV.1Bc ) an, an. à!'I 1 ll112 
Portanto, o valor de !VI e determinado por: 
( IV.19 ) 
Nos problemas tridimensionais o contorno e uma 
superricie. Os elementos sao, portanto, bidimensionais e as 
funções de interpolação, nas equações (IV.2), (IV.3) e {IV.11) 
sao funções apenas de duas variáveis (l'l,,1'1 2 ). Normalmente os 
elementos de contorno sao de dois tipos: quadrilaterais e 
triangularas, tal como mostrado na figura (IV.1). Sanda assim, a 
transformação geral para uma função ré: 
ar ª" 1 ª"• ª"• ar an 1 Õ!'/ 1 Õ!'/ 1 a17 1 ax;-
õf ""1 ÕK 2 ÕK 3 ar ( IV.20 ) = 




As derivadas de! , ~ e I! em relação as 
coordenadas locais (Q 1 ,Q 2 ), em cada elemento r1 , são dadas por: 
ax l :til 8.,.1m - lm ( IV. 21 ) 
~ 
= z: -- • K 
m=• êl!l 
êlu l Nl i)pln - ln ( IV. 22 ) 
~ 
= z: -- u 
n•1 iJ!} -
ºl!l Hl iJ\fln ln 
~ 
= E-- p ( IV. 23 ) 
n=• ª!l 
-Efetuando a 11Udança de coordenadas a equaçao 




-admitida a conven9ao1 
K • K('11,'12) 
= 
( IV. 24 ) 
te 
IV.3 - SISTEMA DE EQUAÇÕES 
Na equação integral do contorno, equação (IV.10), 
no lugar da solução exata, é utilizada U111a aproximação para as 
deslocallE!nto u.(x) e de torças de superEÍcie p.(x), 
J J 
funções de 
atraués das equações (IV.2) e (IV.3), que atendem às condições 
de contorno, dadas em (III.1) e (III.2), nos nós funcionais. 













onde uj(•) e Pj(x) sao os ualores aproximados. 
( IV.25 ) 
( IV.26) 
O método dos residuos ponderados (3] utiliza 
EunçÕes aproximadas do tipo definido nas equaçoes (IV.2) e 
(IV.3): 
H 
E(x) = X an,#n 
n=1 
em que as runçÕes fn promovem a satisfação das condições de 
contorno do problema, e os parâllE!tros an são determinados 
distribuindo-se o erro, ou resíduo, (num sentido médio) no 
domínio de integração de acordo com as runçÕes de ponderação Mt: 
t = 1, ••• , T ( IV,27) 
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A influência do erro na solução aproximada é 
uariEicada substituindo as aquaçÕas (IV.25) a (IV.26) na equação 
(III. 23): 
Ju~.(t,x)•f~{x) dr(x) r J J ( IV, 28 ) 
- . onde o primeiro termo do lado direito da equa9ao acima so existe 
se t pertencer ar. 
p 
Da equa9ão {IV,28) obtém-se a run9ão de resíduo 
que quantifica o erro no ponto t: 
= + Íp~ .(t,x) •u'.(x) dr(x) rJ' IJ J 
( IV. 29 ) 
Considerando a aproximação -dada pelas equaçoas 
(IV.2) e (IV.3) a equação (IV.29) discretizada, escrita na forma 











O erro é distribuído no domínio de integração 







[ J •'<<J· [ rJ 21<,•l·t11•l ar(•l l ar(tJ ]·~1 
( IV.31 ) 
o número de nos runclonals (N1 ) deve ser igual ao 
número de tun9Ões de ponderação (T), para que o sistema 
resultante da equação (IV.31), que define os valores de u 1 e E1 , 
tenha solução tÍnica satisfazendo as condições de contorno dadas 
pelas equações (III.1) e (III.2). 
A escolha das funções de ponderação depende do 
método de resíduo ponderado aplicado que, segundo PARREIRA [12), 
pode ser qualquer um deles. 
Neste trabalho é eq,regado o ttétado de Colocaqão 
que consiste em escolher uma série de pontos, no domínio de 
integração r 1 , nos quais o resíduo, dado pela equação (IV.30), é 
zero. 
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No método da colocação [3] as funções de 
ponderação sao funções Delta de Dirac, 4(t,t), que têm a 
&aguinta propriedada: 
~4(t,t)•F(t) dT(t) = F(t) 








t E r 
satisfazendo a equa9ão (IV.2?) nos pontos de oolooa9ão. 
( IV.32) 
( IV, 33 ) 
Fazendo com que os pontos de colocação coincidam 
. l l 
com os nos funcionais, os valores de~ e E correspondem aos 
deslocamentos e Eor9as de superficie nestes pontos, uma vez que 
as fun9Ões t 1 são tais que atendem às rela9Ões (IV.4) e (IV.5). 
Desse modo, a equa9ão (IV.33); a prÓpria equa9ao integral do 
oontorno, dada pela equa9ão (IV,10), 
integral do contorno - equa9ão (IV,33) - significa que nos nos 
tunoianais (pontas de aoloaa9;0) o resíduo é zera. 
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Pode-se observar que a equa9ao (IV.33) fornace um 
conjunto de equa9oes para um nó funcional t (ponto fonte) que 
podem ser escritas do seguinte modo, 
* !IHH ] . 
( IV. 34 ) 
-onde u. e 1!· sao, respectivamente, os deslocanantos e for9as de 
-1 l 
superf .Í.cie nos 
. 
nos funcionais do contorno -* * r.h .. ea.J -lJ •1 
-sao 
submatrizes de ordem 3x3, que relacionam o nó t com todos os N 
nós funcionais. 
a equa9ao (IV.33) 
. 
pode ser escrita para o no 
funcional t (ponto fonte), na sequinte forma com as integra9Ões 








r1 J * l ] l I! (t,x) ·t (x) dr(x) ·~ = 
( IV. 35 ) 
onde ~l e l!l sao, respectivamente, os deslocallE!ntos e torças de 
superficie nos nós funcionais do elellE!nto r 1 • 
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Portanto, as submatrizes ~· e 9*, são obtidas por 
elenanto, da seguinte forma: 
ii I M l ( IV. 36 ) = e (t,x)·t (x) dI'(x) 
N 
r1 
I * 1 ( IV. 37 ) !l = ~ (t,x)·t (x) dI'(x) 
ri 
N 
O primeiro termo da equaçao (IV.35) pode ser 
adicionado à matriz~. dada na equação (IV.36): 
( IV. 38 ) 
As matrizes do elemento ~ e 9, dadas pelas 
- . equaçoes (IV.37) e (IV.38), relacionam o no Etmcional t com 
. - l todos os nos funcionais do elemento r 1 e sao de ordem 3K3•H. 
Considerando a nudança de coordenada para o 
sistema local do elemento (Q 1 ,Q 2 ), as equações (IV.37) e (IV.38) 
ficam: 
h = ( IV.39 ) 
( IV.40) 
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Escrevendo tcdas as equa9aes (IV.34) juntas 
tam-sa: 
h .. h .. h .. .. .. .. u Su Su lil1K i!1 -11 -11 -1N -1 
h* h* h .. * 
.. * u = !!11 Su lil1K i!1 -11 -11 -zK -1 
% h* h* * * * -H1 -KH !;!H lilH1 llHt lilHH i!H 
( IV.41 ) 
submatrizes 
.. -ande as h .. sao: 
-1J 
* ... i j ( IV.42a ) h .. = h .. + e. = -lJ -lJ -1 
* ... ( IV.42b ) h .. = h .. i p j -1J -lJ 
-A equa9aes acima podem ser escritas na tarma: 
( C + ! )·~ = G•P ( IV. 43 ) 
A matriz S pode ser incorporada à matriz! para 
formar H: -
H•U = G,P - - - - ( IV.44 ) 
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Aplicando as condições de contorno (III.1) e 
. 
(III.2) as equaçoes (IV.34) resulta um sistema de equações 
lineares com 3•N incógnitas, entre elas deslocamentos e Earças 
da superEicia, qua daVli sar raordanado da tal forma qua todas as 
incógnitas Eiquem em um único uetor !: 
A,K = F ( IV.45 ) 
A matriz A é uma aatriz chaia e nao simétrica 
N 
cuJas linhas correspondam aos graus da libardada do problama. O 
uator F contém os valores prescritos dos deslocamentos e forças 
N 
da suparE leia. 
As submatrizas da diagonal principal da matriz!, 
qua carraspandam aos coaticiantas C(f) 
N 
mais as U'alar•s 
principais da Cauchy, podam sar obtidos indiratamanta 
considarando movimentos da carpa rígida, conforme encontra-se 
dascrito am [3]. 
Hasta trabalha aptou-sa pala valor do coaticianta 
!: ( t) estabelecido pela equaçao (III.25) sendo possível 
posicionar o nó funcional no interior do elemento, onde a normal 
é continuamente deEinida, quando o contorna não for suave. 
Do cãlculo indireto de H .. conclui-se que, no 
-11 
casa de regioes Einitas, a matriz! é singular. Isto significa 
que as torças de superEicie não podem ser prescritas em todo o 
contorno. No caso de carpas infinitos esta restrição nao existe. 
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IV.4 - ELEl'IENTOS DE DISCRETIZAÇÃO DO CONTORNO 
O campa da da&locafflliJnto~ na alamanto pado &ar 
expresso como um polinÕmio completo no sistema de coordenada 
local: 
( IV.46) 
com a b e a d con&tanta&. 
j' j' j' j 
O deslocarmnto nos pontos nodais do elemento, 




n n n 
= a. + b. • K 1 + C . • K2 + d.• K3 + ••• 
J J J J 
( IV.47 ) 





Aln(x)· [ ln ln ln J: y a. +b.•K1 +c.•K1 +d.•K3 + 
J J J J n=1 
Nl 
ln a.·X~ (x) 
J n=J 
N ln n 









( IV. 48 ) 
+ 
( IV. 49 ) 
5? 
Para que a equação (IV.49) atenda à condição de 
completidade, movimentos de corpo rigido e estados de deformação 
can~tanta, dava-se tar qua! 
Hl 
X -ln(x) = l ( IV.50) 
n=1 
e 
= ( IV.51 ) 
R validade da equaçao (IV.~0) e mostrada na seçao 
. ' IV.2. Entretanto a equaçao (IV.~1) so sera atendida se a ordem 
das funções de forma ror, no máximo, igual a ordem das funções 
de interpolação, isto é, m s n nas equações (IV.2) e (IV.il). 
Os elementos de contorno devem, a principio, 
atender a condição de COT1'1>letidade. Esta restrição 
. 
e também 
aplicada ao método dos elemento finitos [13]. 
Diz-se que um elemento e 1soparamétr1co quando as 
funções de forma e de interpolação são de mesma ordem. 
Uma propriedade singular do método dos elementos 
de contorno e que, ao contrário do método dos elementos finitos 
(13], a nao exige a contlnuldade dos 
deslocamentos [3]. 
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O eq:irego de funções descontinuas possibilitou, 
inicialmente, o desenvolvimento de uma familia de elementos 
quadrilaterais em que os nos twicionais estão situado& na 
interior do elemento. Posteriormente, TELLES [15] desenuolueu 
uma formulação para o elemento triangular considerando a 
descontinuidade. 
Os elementos de contorno implementados neste 
trabalho sao: 











Quanto a continuidade estes elementos 
classificam-se em continuas, descontinuas e de transição: 
a) elemento continuo 
nos geométricos. 
b) elemento descontinuo 
os nÔs geométricos. 
~ os nos fwicionais coincidem com os 
. 
~ os nos funcionais nao coincidem com 
c) elemento de transição ~ apenas alguns nos funcionais 
coincidem com os nós geométricos. 
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Considarando a descontinuidada dos elementos 
observa-se que a dafinição de isoparametria, dada antariormanta, 
difere um pouco da definição dada no método dos elementos 
finitos (13] uma vez que as funções de forma e de interpolação 
so serao as mesmas quando o elemento for continuo. 
Os elementos implementados, com excessao do 
elemento constante, são isoparamétricos. 
O elemento constante tem apenas um no funcional, 
posicionado no centro, cuja função de interpolação e: 
( IV.52 ) 
ou seja, assume-se que os deslocamentos e forças de superficie, 
em todo o elemento, têm o mesmo valor daquele no no funcional. a 
sua função de forma, porem, é linear. O que significa que a 
condição de completidade não é atendida. 
a implementação do elemento constante e 
justificada palas han& resultados obtidos am trabalhos 
antarioras, sendo, por isso, seu emprego recomendado antes de 
optar por uma malha de alamantos mais refinados. De fato, o 
método da colocação justifica tais resultados. Entretanto, 
surgirao deformações de corpo rígido que, segundo BREBBIA, 
TELLES e WROBEL (3], são evidentes em casos como o de viga 
balanço e outros problemas com considerável movimento de corpo 
rígido. 
&0 
O elemento descontinuo torna mais fácil o 
refinamento da malha nos pontos onde há concentração de tensão e 
pode ser empregado nas regiões de contorno não suaue, onde os 
elementos têm normais diferentes (figura IV.2), considerando o 
coeficiente C .. igual a 0.5, equação (III.25). 
iJ 
FIGURA IV.2 - Contorno nao suaue. 
O emprego do elemento descontinuo porem, faz com 
que o sistema de equaçoes (IV.41} aumente (aumento do número de 
graus de liberdade) e isto requer mais tempo para a execuçao do 
programa, além de ocupar mais espaço de memoria no computador. 
O elemento de transição possibilita trabalhar com 
elementos continuas e descontinuas numa mesma malha. 
A seguir serao apresentadas as funções de forma e 
as funções de interpolação, com suas respectiuas deriuadas, para 
cada alamanto implamantado (3], (14] a (15]. 
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IV.4.2 - FUNÇÕES DE FORMA: 
ELEIIENTO TRIANGULAR 
Ko elelll!!nto triangular as tunçÕes de torma e as 
de interpolação -sao escritas em termos das coordenadas 
triangulares Q 1 , Q2 e Q3 : 
com Q 3 = 1 - ~1 - Q2 
FIOURA IV.3 - Coordenadas triangulares. 
COORDENADAS DOS NÓS OEOl1ÉTRICOS 
NÓ ~1 'h ~. 
1 0 0 1 
2 1 0 0 
3 0 1 0 
4 0.5 0 0.5 
5 0.5 0.5 0 
6 0 0.5 0.5 
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elenento constante e linear: (M1 = 3) 
3 
'/' 1 = lh 
'/'2 = 1"/ 1 
'/'3 = 1"/2 
1 2 
elenento quadrático: (M1 = 6) 
3 
'/' 1 = 1"/ 3. ( 2 '1"/3 - 1 ) 
'/'2 = 1"/ 1 • ( 2 '1"/ 1 - 1 ) 5 
'/'3 = 1"/ •• ( 2 '1"/2 - 1 ) 
1 2 
'/'~ = 4•1"/3'1"/1 
'f's = 4·1"/1'1"/2 
.,,6 = 4 '1"/2 '1"/3 
em relação a 
Para calcular as dertuadas das funções de forma 
ri, e ri 2 , como ri 3 e uma coordenada dependente, 
conuém fazer a_ ri, e~ E ri 2 e definir os operadores: 
= 
( IV. :53 ) 
= 
( IV. 54 ) 
li3 
As derivadas sao dadas abaixo: 
















elenento quadrático (M1 = 6): 
à.Pi 
= 1 - 4•113 à.Pi = 1 - 4. '7 3 
ªª à{J 
à'f'2 




= 4 ''12 - 1 ªª à{J 
à'f'~ 
= 4· ( '13 - '11 ) à'f'~ = -4 • '11 ªª à{J 
à'f's 




= 4. ( '13 - '12 ) ºª à{J 
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ELEHEHTO QUADRILATERAL 
As funções de forma e de interpolação do elemento 
-quadrilateral sao escritas em ternDs das coordenadas 
4 7 3 
8 6 
2 
FIGURA IV.4 - Coordenada retangular. 
COOIWl!!KADAS DOS lCÓS Ol!!Ol'IIITR ICOS 
NÓ 'h 112 
1 -1 -1 
2 1 -1 
3 1 1 
4 -1 1 
:i 0 -1 
6 1 0 
7 0 1 
8 -1 0 
9 0 0 
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elenanto constante e linear {n1 = 4): 
"1 e.25·{ 1 - 'h ) . { 1 - Ih ) .. 3 = 
'1'2 c(.t.25•{ 1 + 111 ) . ( 1 - 112 ) 
'1'3 = 0. 25 • ( 1 + 111 ) . ( 1 + 112 ) 
., .. = 0.25 • ( 1 - 111 ) . ( 1 + 112 ) 1 2 
elenanto quadrático {ftl = 9): Elemento Laqranqiana 
!P1 = 0.25•111•( 111 - 1 )•112·{ 112 - 1 ) 7 3 
!P2 = 0.25•111·( 111 + 1 )•112•( 112 - 1 ) • .,, = 0.25•111•( 111 + 1 )·112·( 112 + 1 ) 
.,. .. = 0.25·111·( 111 - 1 )·112·( 112 + 1 ) 1 2 s 
!Ps 0. 50 • ( 1 
t 
)·112·( 1 ) = - 111 112 -
.,, 0.50•111 • ( + 1 ) . ( 1 t ) = 111 - 112 
.,7 = 0.50· ( 1 
t 
)·112·{ + 1 ) - 111 112 
"'• 0,50·111 • { 1 ) . ( 1 
t ) = 111 - - 112 
.,., ( 1 1 ) . ( 1 t ) = - 111 - 112 
As derivadas das funções de forma -sao: 
ª""I 0. 25 • ( 2·111 ·112 • 2 ·111 ·112 + • ) = - 112 - 112 a111 
ª""• 0. 25 • ( 2·111 ·112 • 2·111 ·112 + • ) = - - 112 112 B111 
ª""• 0.25·( 2•111 ·112 • + 2•111•112 + • ) 
B111 = + 112 112 
ª""" 0. 25 • ( 2•111 •112 • 2•111 ·112 • ) = - - 112 - 112 8111 
a'l's 
11 1 • ( • ) = 11. - 112 Õl11 
ª"'' 0. 50 • ( 2·111·11, • • + 1 ) = 2 · 111 - - 11, Ôl1 l 
ª"'1 -111·( • ) = 112 + 112 
Ôl] 1 
ª"'• 0. 50 • ( 2·111•112 • + • - 1 ) = 2 • 111 - 112 Ôl11 
ª"'' 2·111·( • 1 ) = 112 -Ôl11 
ª"' 1 0.25·( • 2•111·112 + • ) = 2·112·111 - - 111 111 Ôl12 
ª"'• 0. 25 • ( • 2•111 •112 • ) = 2·112·111 + - 11 l - 111 Ôl12 
ª"'3 0.25·( • 2·111 ·112 + • ) = 2·112·111 + + 111 111 Ôl12 
ª"'~ 0.25·( • 2·111·112 + • ) = 2·112·111 - - 111 111 Ôl12 
a'l's 
0. 50 • ( 2•112•111 • • 1 ) = 2 • 112 - + 111 -Ôl12 
ª"'' - 112 • ( + • ) Ôl12 = 11 l 11 l 
ª"'1 0. 50 • ( 2 • 112 2·112 ·111 t • + 1 ) = - - 112 Ôl12 
ª"'ª 112. ( • ) = 111 - 111 Ôl12 
ª"'' 2·112·( • 1 ) = 111 -Ôlh 
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IV.4.2 - FUNÇÕES DE INTERPOLAÇÃO: 
Para determinar as funções de interpolação e 
necessario definir a posiçao dos nos funcionais no ele11Ento, que 
é determinada pelo parâmetro ªi' indicado a seguir, com base nos 
ELEl'IENTO TRIANGULAR 
FIGURa IV.~ - Posição dos nós funcionais no elemento triangular. 
COORDEN8D8S DOS MÓS FUHCION8IS: 
NÓ 17 1 172 173 
1 a3 ª' ª2 + ª• 
2 a3 + ª• a, ª2 
3 a3 a, + ª• ª• 
4 a3 + ª• a, ª2 + ª• -2- -2-
5 a3 + ª• ª' + 
ª• ª2 -2- -2-
6 ª• a, + ª• ª• + ª• -2- -2-
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Os nos funcionais intermediários 4, 5 e 6 estão 
sempre situados no meio da distância entre os nós funcionais 1, 
2 e 3. Não no meio da distância entre os nós geonÉtricos. 
No caso do elemento triangular e mais simples 
trabalhar com aç saguintas coordan.das moditicada&: 
1): 
'11 - a; = 
ª• 
1) 1 '12 - "1 = 
ª• 





;, = .,, 
tl2 = .,: 
;~ = '1 ~ 
elemento quadrático (N1 = 6): 
til = 'I ~. ( 2. '1~ - 1 ) 
t62 = '1: . ( 2. 'I: - 1 ) 
,~ = '1 ~. ( 2,17~ - 1 ) 
,. = 4,17,,11: 
ils = 4 ·'ll ·11~ 
;. = 4 ·J)~ .,,; 
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Como antes, para o cálculo das derivadas das 
fun9Ões de interpola9ão, toma-se a= 11, e /3 = 11, e define-se os 
operadores dados em (IV.53) e (IV.54). As derivadas sao dadas 
abaixa: 
elemento linear (H1 = 3): 
8911 1 8911 1 = - Õ/3 = -8a ª• ª• 
8912 1 8912 0 
aa = a/3 = ª• 
8913 0 8913 
1 
aa = a/3 = ª• 
elemento quadrático (Hl = 6}: 
8911 1 
4·11~ ) 8911 
1 
4·11~ ) = -·( 1 - = -·( 1 -
ªª ª• a/3 ª• 
8912 1 
4·111 ) 8912 = -·( - 1 = 0 aa ª• a/3 
8f, 3 0 8913 
1 
4. 71 ~ ) = = -·( - 1 ªª àfj ª• 
ai. 4 
11~ 11 I ) ai. 1 = -·( - = - 4. 11 I ªª ª• 8/j ª• 
8f,5 4 ' 8f,5 4 ' 
aa = --·112 a/j = --·111 ª• ª• 
8f,5 4 ' 8915 4 11~ 11 l ) = - -·( -ªª 





1 = 1,4 
' 
4 , b3 7 3 
' 
b4 




1 5 b, 2 
' ' 
FIGURA IV.6 - Posição dos nos func. no elerrento quadrilateral 
COORDENADAS DOS NÓS FUNCIONAIS: 
NÓ Ih '12 
1 -a~ -a 1 
2 ª2 -a, 
3 ª2 ª• 
4 -a~ ª• 
5 0 -a, 
6 ª2 0 
7 0 ª• 
8 -a~ 0 
9 0 0 
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intarpolantaç unidimensionais linaaras: 
;~ 1 ) = -·( ª2 - '11 as 
;~ 1 ) = -·( a3 - '12 a, 
;~ 1 ) = -·( ª• + '11 
ª• 
;~ 1 ) = -·( ª1 + '12 
ª' 
interpolantes unidimensionais quadraticos: 
;~ = '11 . ( '11 - ª2 ) 
ª•·as 
;~ = '12 . ( '12 - a3 ) ª1, a, 
;~ = '11 . ( '11 + ª• ) 
ª1 •as 
;~ = '12 . ( '12 + a 1 ) a 3 ·a, 
;~ 1 . [ ( ) ( + '11 ) ] = ª2 - '11 ª• ª2'ª" 
;~ 1 . [ ( ) . ( ) ] = a3 - '12 ª1 + '12 ª• •a3 
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elemento linear (N1 = 4) e quadrático (N1 = 9): 
l'i l 
, . 
= l'i l • l'i l 
1'12 
, . 
= 1'12 • l'i l 
1'13 
, . 
= t6 2 • l'i 2 
l'i~ 
J t 
= t6 l • l'i 2 







;7 J t = l'ia·l'i2 
l'i. 
J t 




As derivadas destas funções de interpolação sao: 
intarpolantes unidimensionais lineares: 
att~ 1 
"111 = - as 
a14; 1 
~ = as 
ai1; 1 = -
ª112 ª• 
a;~ 1 
8112 = ª' 
?3 
interpolantes unidimensionais quadráticos: 
àtl~ 1 . ( 2 • IJ 1 ) 
ÕIJ 1 = - ª2 a~ ,a 5 
ª"~ 1 . ( 2 'IJ 1 + ) ÕIJ 1 = a~ ª2 · ªs 
Otl~ 1 . ( 2 •112 + ) 
ÕIJ2 = ª1 a 3 , a 6 
àtl~ 1 . ( 2 • IJ 2 ) = - a3 ÕIJ2 a1 •a, 
àtl~ 1 . ( 2 • IJ 1 ) = ª2 - a~ -ÕIJ 1 ª2'ª" 
àtl~ 1 . ( 2 • IJ2 ) = a3 - ª1 -ÕIJ2 ª1 ·a3 
elemento linear (H1 = 4} e quadrático (H1 = 9}: 
o,i, 1 o,i,~ • 01111 o,i,~ 1 
ÕIJ 1 = ÕIJ 1 ' ti 1 ÕIJ2 = ÕIJ2 ' ti 1 
àtl 2 àtl~ • àtl2 ª"~ 1 ÕIJ 1 = ÕIJ. • ti l ÕIJ2 = ÕIJ2 . "· 
àtla ai1; • ª"· àtl~ 1 lllJ 1 = ÕIJ. ' ti 2 ll1J2 = ll1J2 • !12 
àtl~ ª"~ • àtl~ àtl~ 1 ÕIJ 1 = ÕIJ. ' ti 2 Õ'72 = Õ'72 . til 
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elemento quadrático {N1 = 9): 
ª"5 àsl~ • àsls ª"\ i a17 1 = a17 1 ' si 1 '71)2 = ar, 2 . si~ 
àsl, ª"~ • ª"' asi; 1 Õ!7 1 = õr, 1 ' si 3 Ô1)2 = Õ!7 2 ' sl2 
"" 7 ""~ • l>'l1 ""~ 1 Õ!7 1 = Õ!7 1 ' si 2 Ô1/2 = Ô!72 ' si 3 
àsla as1~ • õsla al, 1 
Ô1/ 1 = B111 •93 B112 = B112 • 91 





Õ1J2 = B112 • "3 
Todos os parâmetros ai foram definidos. no vetor 
AI(tipo de elemento, tipo de continuidade, 6), de modo que, caso 
se queira modificar as distâncias nodais basta modificar este 
vetor sem alterar as demais subrotinas. 
Todas as combinações possíveis de continuidade, para os 
elementos triangulares e quadrilaterais, foram implementadas: 
?5 
ELEl'IEHTO TRIANGULAR: 
TIPO DE NÓS GEOl'lÉTRICOS 











TIPO DE NÓS GEOl'IÉTRICOS 
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ELEl'IENTO QUADRILllTERAL (continuação) 
TIPO DE NÓS GEOI'lll:TRICOS 




























IV.5 - INTEGRAÇÃO HUl'IÉRICA 
As matrizes~ e g do sistema (IV.44) sao obtidas 
-determinando as matrizes ~ e S do elelllilnto dadas nas equaçoes 
(IV.38) e (IV.3?). 
O cálculo analitico fechado destas matrizes e 
inviável, optando-se per uma integração numerica que varia de 
acordo com o ponto fonte te o ponto ca11110 K da sequinte forma, 
a) Quando t ~ x, emprega-se a inteqraqãa numerica de Gauss nas 
duas direções q 1 e q 1 • (integração não singular) 
b) Quando t = x, 
. 
e mais conveniente mudar a coordenada 
local (q 1 ,q 1 ) para coordenada cilíndrica (p,8) e empregar a 
inteqraqãa numerica de Gauss em 8 e a inteqraqãa numerica de 
Kutt em p. (integração singular) 
Todo o procedimento e1111regado no cálculo das 
. 
matrizes do elelllilnto, sera apresentado com base no elemento 
quadrilateral. As modificações necessarias 
. 
a do 
elemento triangular encontram-se na seção IV.5.3. 
Os sistemas de coordenadas locais para os 
elenwntos quadrilateral e triangular estão indicados nas figuras 
IU.4 e IU.3, respectivamente. 
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IV.5.1 - INTEGRAÇÃO NÃO SINGULAR 
Na integração não singular o ponto fonte -nao se 
encontra no dominio da integração (t f r 1 ). As matrizes do 
elemento, indicadas nas equações (IV.39) e (IV.40), -sao dadas 
par: 
+1 +1 l 
( IV. 55 ) h = I I 1i*(t,x) ·t (111,112) · IVI d111dl12 - -1 -1 
+1J +1J l IV.56 ) i = !!*(t,x) ·t (111,112) · IVI d111dl12 ( 
-1 -1 
admitindo o dominio de integração indicado na figura IV.4. 
Aplicando a integração numérica de Gauss na 
solução das matrizes do elamanto tem-sei 
Ng 119 1· lc.KII ] h = r: r: E (t,x)·t (111,112)· V W •W ( IV.57 ) - e. K C.=1 K=l 
Ng 119 1· lc.1<11 ] i = ,: ,: !! (t,x)·t (111,112)• V W •W ( IV.58 ) e. K 
<.=1 R=t 
Fo1 implementado um processo seletivo para a 
escolha do número de pontos de Gauss (N9 ) que baseia-se na 
distância relativa (D. ) do ponto fonte ao elemento campo. m1n 
Quanto menor esta distância relativa maior será o número de 
pontos de integração. 
BGI 
Para melhorar a precisão nas integrais quase 
. 
singulares, com um numero menor de pontos de Gauss, foi efetuada 
a transformação de coordenadas dos pontos de integração, 
proposta por TEL.l.ES [16], dada abaixo: 




~ + C.•1.+ d
1
. 
1 1 1 1 
i = 1,2 
O jacobiano da transformação é: 
-E os coeficientes ªi' bi' ci e di sao dados por: 
c = ( r
1









q~ + p~ ) 
1 1 
+ 
( IV.59 ) 
( IV. 60 ) 
( IV.61 ) 
( IV.62 ) 
( IV.63) 
( IV.64) 
( IV.65 ) 
+ 
( IV. 66 ) 
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-a 
- ij"i l 1 2 '11. ] . 1 - . [ [ ij"i . ( 3 - 2 ,r. l l qi = -
2 • ( 1 + 2 •r.) l 1 + 2,r. 1 + 2,r. 
l l l 
( Il1.6? ) 
1 ·[4·r.·( 1 - ) + 3. ( 1 - - ) 1 ( Il1. 68 ) pi = r. 11 i - )t l l 3 • ( 1 + 2•r. 
l 
Segundo TELLES (16) 1 71i corresponde a coordenada, 
no sistema local (71 1 ,71 2 ), do ponto, sobre o elemento campo, que 
está mais próximo do ponto fonte t- a distância D. é tomada m1n 
com relação a este ponto, porém, deve ser calculada no espaço 
real. 
O parâmetro livre r. é definido como função de 
1 
D. de modo a obter um erro minimo na integração no sentido dos m1n 
mínimos quadrados [16]: 
r. = 0.893 + 0.0832•ln(D.) 
1 1 
r. = 1 
1 
0.0~ ! o. ! 1.30 
1 
1,30 ! O. ! 3.618 
1 
3.618 ! D. 
l 
( IV.69 a ) 
( I11.69 b ) 
( Il1.69 c ) 
onde o valor de D . e corrigido para que a otimização acima m1n 
seja atendida [16]: 
( Il1.?0 a ) 
( IV.70 ll ) 
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A correçao indicada nas equações (IV.70) é devido 
ao mapeamento do elemento, uma vez qua as equações {IV.69) foram 
obtidas tomando-se o elemento como um quadrado de lado 2. O 
simholo lx 1 -x 2 1 significa a distancia entre dois pontos no 
espaço real. 
Admitida a transformação das coordenadas dos 
pontos de Gauss dada pela equa9ao (IV.59) as matrizes de 
ele .... nto ~ e i ficam: 
( IV.71 ) 
Hg tfJ [* lc."11 tr tr ] i = X X ~ (t,x)·t (111,112)• V W •W •J1 •J2 (. " ~-1 «•1 
( IV. 72 ) 
com J~r dado pela equaçao (IV. 60). 
1 
A transformação acima, ainda conforme TELLES 
[16), é Útil apenas no intervalo Di s 3.618 (0 sr s 1). Sendo 
que, quando r = 1 1 a transformação degenera em e J~r 1 
= 1 1 ou seja, integração nunérica de Gauss comum. Cabe observar 
que quando r calculado nas equaçoes (IV.69) for negativo, 
significa que o ponto fonte está demasiadamente próximo do 
ele11Ento. Neste caso o programa e abortado, pois a precisão da 
integração numérica não é mais garantida. 
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IV.5.2 - INTEGRAÇÃO SINGULAR 
Na intagraçio çingular a ponto Eonta partanca ao 
dominio de integração (t E r 1 ). As matrizes~ e 2 do elemento, 
indicadas nas equações (IV.39) e (IV.40), são: 
2 = ( IV.74 ) 
admitindo o domínio de integração indicado na figura IV.4. 
Considerando o coeficiente S(f) dado pela equaçao 
(III.25) significa que a constante 0.5 e somada, apos a 
intagraçic, diagon.al princip.al d.a çuhmatri:z ( 3JI 3) 
corra&pondanta ao ponta &ingular {f=K). 
No cálculo das matrizes de elemento adotou-se o 
procadimanto proposto por T.ELLES (16] qma consiçta am ascrauar 
as matrizes h e 2• dadas nas equações (IV.38) e (IV.37), no 
sistema de coordenadas cilindricas (p,B) com origem no ponto 
fonte e integrar nos dominios triangulares indicados abaixo: 
® 
FIGURA IV.7 - Elemento quadrilateral dividido em triãngulos. 
84 
A translação da origem do sistema de coordenadas 
para o ponto fonte se dá por: 
pf 
1)1 - 111 
pf 
11t - 11t 
-
( IV.75 ) 





112 sao as coordenadas do ponto fonte no sistema 
local (11,,11t) do elemanto. 
A transformação para 
obtidas palas equações abaixo: 
, t + t 1 
111 112 
8 = arctan ( 111 / 111 ) 
com o jacobiano dado por: 




( IV. 77 ) 
( IV. 78 ) 
( IV.79) 
. 
A transformação inversa e: 
111 = p•cos(B) { IV. 80 ) 
Ili= p•sen(B) ( IV.81 ) 
( IV.82 ) 
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As matrizes do elemento - então, dadas por: sao, 
4 
[ sr J r(s) J * 1 ] ii = X 2 (t,x)•p•f (x) dpd8 ( IV.83) - .6=s si 0 
4 
[BrJf{B)J * l ] i = X ~ (t,x)•p•f (x) dpd8 ( IV.84) 
.6=s 8. 0 
l 
Mas equaçoes acima se conclui que a presença de p 
no integrando elimina a singularidade da matriz i• que e de 
. 
ordem ( 1/r), enquanto que a singularidade da matriz~. que e 
111ais rorte - ordem (1/r1 ) - rica reduzida a ordem (1/r), O 
proDlena agora consiste em integrar a matriz n (ordem i,r) com 
relação a p. Segundo TELLES [16) a integração nunérica de Kutt 
[3] apresenta Dons resultados para este tipo de singularidade, 
sendo, portanto, e1111regada para a integraçlo em p. Em B pode-se 
empregar a integração numérica de Oauss sem maiores problemas • 
.Admitindo-se a divisão indicada na figura IV,7 
com os triângulos numerados no sentido anti-horário, sendo o 
triângulo i o que possue, na numeração local, os vértices 1 e 2 
do elemento quadrilateral, os limites de integração para o 
triângulo 2 -sao: 
em li: 
( IV. e:, ) 
Bt = 8 3 = arctan ( Q}'"' , Q!'"' ) ( IV. 86 ) 
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am p: 
= 0 ( IU. 87 ) 
Pr = Ql 12 >,sac(B) = Q! 13 >,sac(B) ( IU. 88 ) 
com Q: 12 > a coordenada do no 2 indicada na figura IV.7, no 
sistema local transladado. 
Deve-se observar que os limites de integra9ão 
variam para cada triângulo. Um procedimento alternativo consiste 
em rotacionar as coordenadas dos vértices dos triângulos 1,3 e 
4, da modo que o lado do elemento fique se""re paralelo ao eixo 
Ql e no lado positivo de Ql, tal qual o triângulo 2. Desse modo, 
os limites de integração em cada triângulo serão se""re dados 
pelas expressões (IV.85) a {IV.86) com as coordenadas Ql,Ql 
rotaciona.das.. 
Q rotação e a translação das coordenadas dos 









= pf ( IV.89 ) 
ry ~ Q2 - Q2 
s;;:o ª" 5eguinte5 a5 matrize5 de rotaç;;:o R para 




] !! 1 = 1 0 
I 1 0 l !!2 = 0 1 
[ 
0 1 
] !!3 = -1 0 
I -1 0 l !!q = 0 -1 
. 
A integração nunErica 
limites de integração sejam -1 e 
noua transformação de coordenadas 
triângulo 2, tenha-se: 
9' = -1 am 9 = 9 2 
9 1 = 1 am 9 = B, 
cu caja, 
9' = 
2·8 - ( 82 + 83 ) 
83 - 82 
O jacobiano desta transformação e: 
1 
= ~· ( 83- 82 ) 
1, 
em 
( IV. 90 ) 
( IV.91 ) 
( IV. 92 ) 
( IV. 93 ) 
de Gauss requer que os 
. 
portanto, e necessario uma 
8 de 11Ddo que, para o 
( IV. 94 ) 
( IV. 95 ) 
A transformação inuersa e: 
9 = +· [ ( 8 3 - B2 ) ·8' + 82 + 8, l ( IV.96 ) 
• ( 2 1 
h 
( 2 ) 
!l 
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Portanto, para o triingulo 2 tam-5a, 
= 
lI E (8 )I * 1 
l! ( t' K) . p. t ( Ih '112 ) • 1 V 1 • J 8 dpdB 
-1 0 
( IV.97 ) 
1J f(B)J l 
= !;!*(t,x) ·p·f. (111,112) · IVI ·Je dpdB 
-1 0 
( IV.98 ) 
com f(B) = 11l 121 •sec(B) e lembrando que a integração só estará 
completa quando somada a contribuição dos 4 triângulos. 
- . Na equaçao (IV.97) a integral em p e de partes 
E inita5 [ 3], 
F(y) dy 
( y - s ) = 
F[(b-s)•t + s] 
t dt + F(s) •lnlb-sf 
( IV.99 ) 
a integração numérica, apresentada por Kutt (3], 
para integrais de partes finitas é: 
F(y) dy 




F[(b-s)•t + s]·~ 
I{ I{ 
+ F(s) •lnfb-sl 
( IV,100) 
-onde tK e ~K sao, respectivamente, as coordenadas dos pontos de 
integração e os pesos associados. Nk é o número total de pontos 
de integração de Kutt. 
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lldotando-se a idéia de partes finitas tambem para 
a matriz 9 1 a integral em p nas equa9Ões (IV.97) e (IV.98), já 
que s:01 fica na forma: 
Hk 
~~F_._(y._.)~-dy = X F(f(B)·t«)·M« 
( y - 5 ) 
K=I 
+ F(0) • lnlt(B) 1 
( IV. 101 ) 
com em h - e F(y) em 9 
ou seJa, o integrando fioa 11111ltiplioado e dividido por y. 
Uma particularidade desta integra9ão, observada 
por TELLES (1G] e que um ponto da integra9ão de Kutt fioa fora 
da intervala de integra9ão, ist~ ~' menor que zero. Sendo a99iffl, 
aansiderando-se p - IYI a integral pode ser oaloulada 
null'll!!rioamente. 
O termo F(0) 1 indicado na -equa9ao (IV.101), na 
111atriz ~ e de ordem (p·y/r 2 ) e na llll!ltriz i e de ordem (p·y/r), o 
que significa que1 




lim p•y = 0 r y-ta 
( IV. 103 ) 
consequentemente, em 9 o termo F(0J•lnlt(BJI é nulo. 
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Uma forma de calcular o limite de F(0) em h e 
datinir um alamento plano ticticio tangante ao elemento tonta no 
ponta singular, da mada qua a ucatar normal calculada na ponta 
singular saja constante ao longo dasta alamanto. 
Com esta consideração calcula-se as derivadas r,i 
no ponto singular, dadas na equação (III.13), que são as mesmas 
tanto para o elemento plano com:>, no limite, para o elemento 
fonte. 
Para o cálculo das derivadas r,i basta definir um 
ponto qualquer na direção p no elemento plano e calcular suas 
coordenadas. Admite-se então, qua o ponto, no sistema de 
coordenadas local da elamanto (~,.~s), corresponda a p:1. 
Portanto, suas coordenadas, neste sistema, sao: 
q~P = q~t + cosB' 
q~P = ~~f + senB' 
( IV .104a ) 
( IV .104b ) 




pt ~. cosB' 





-1 -onde R corresponde a inversa da matriz de rotaçao dada nas 
equa9oes (IV.90) a (IV.93), uma vez que a rota9ão dos triângulos 
j~ foi aon~iderada. 
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caardonadac lacaic ('1,,'1 1 ), portanca ao alomanta plana. Suac 
caardanada&, na cictama da coardanadac qlabaic transladada para 
a origem no ponto fonte, são dadas por: 
ep x, ep '11 - pt '1 t 
ep 




'12 - pf '12 
. 
onde J e a matriz que relaciona o sistema de coordenadas globais -
na equa9ao {IV.20) e calculada na ponta singular, uma uaz que i 
é constante ao longo de todo o elemento plano. A matriz J e -
determinada pela equa9ao (IV.21).D.i, tem-se que, no limite, 
para o ponto singular é válido: 
r,i = ( IV. 107 ) 
comi 
ep J ( ep)• + (x"'2 P)• + (x"'.P)• r = x 1 ( IV.108 ) 
Ainda com relação ã integração da matriz h no -
centida da valar principal de Cauchy. Caba abceruar que quando 
se trata de elemento descontinuo, a intogra9ão no contido do 
valor principal de Cauchy e atendida, uma vez que a 
singularidade não está nos limites do elemento ( 111. ( (') 1 { 1 ) . 
i 
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Tratando-se de um elemento continuo o mesmo -nao se verH' ica, 
porque a integração 
. 
e efetuada sobre elementos adjacentes 
separadamente. Neste caso a integral é apenas de partes finitas. 
A solução para tal problema requer a adição do 
ternD logaritmico, retarante à mudança da escala do intervalo da 
integração, na equaçao (IV.101). Segundo TEJ..LES (17], tal 
solução pode ser consequida através do elemento plano ficticio, 
adicionando-se o termo F(0)•lnlrepl à equação (IV.101), com rep 
dado na equação (IV.108). Convém observar que esta adição -nao 
altera o valor da integração sobre elementos descontínuos, ja 
que a mesma nudança é efetuada para qualquer valor da B. 
Admitidas todas as considerações anteriores, as 
matrizas da elemento~ ai ficam: 













-Integrando numericamente as equaçoes acima ficam: 





~[Y· IYl·Elt,•)1·11(0.,,,)· 1•1·,8·•, ·lnl'i•.)·•"'I 11 
4 
!I = I: 
.11=1 
com: 
y = E(B),t = ~1 12 ',~ac(B )·t 
IC (. IC 
Q 
( IV.111) 
( IV.112 ) 
( IV.113 ) 
( IV.114 ) 
onde~ a W são, respectiuamente, a cacrdanada da ponto da 
(. (. 
integração de Gauss e o peso correspondente. 
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IV.5.3 ELEMENTO TRIANGULAR 
A illl)lementação do elemento triangular foi feita 
seguindo a transformação indicada por TELLES [15]. 
Par, a intagraçio çohre o alamanto triangul•r aç 
integrais sao transformadas do seguinte modo: 
= -! • +1J +1J 
-1 -1 
( IV.11:l ) 
onde a relação entre as coordenadas triangular 11 1 e retangular 
T 1 e dada por: 
1'1 = 2·( 111 + 112 ) - 1 ( IV.116) 
l' 2 = 112 
- 1). ( IV.117 ) 
112 + 111 
1 
111 = -r·( l' 1 + 1 ) . ( 1 - l' 2 ) ( IV. 118 ) 
l 
112 = -r·( l' 1 ... 1 ) . ( 1 ... l' 2 ) ( IV.119 ) 
com o Jacobiano dado por: 
l J = ~
8
-·( T1 + 1 ) ( IV.120} 
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Esta transformação significa que o no geométrico 
1 (figura IV.3), de coordenada Qi = Qi = 0, é transformado no 









FIGURA IV.8 - Elamanto triangular mapaado am quadrilataral. 
A transformação indicada na equaçao (IV.115) 
possibilita adotar para o alamanto triangular o mesmo 
procedimento empregado na integração numerica (singular e nao 
singular) do elemento quadrilateral. A Única diferença é efatuar 
a transformação de coordanada triangular para coordanada 
retangular quando necessário. 
No caso da integração quase singular, 
. 
conuem 
observar que, quando o ponto mais próximo do ponto fonte for o 
nó geométrico 1, a integração na direção V 2 fica com dominio 
nulo. Portanto, a transformação de coordenada indicada na 
equação (IV.59) é desativada nesta direção. !'lesmo assim, a 
precisao da integral nao é prejudicada porque a transformação 
dada na equaçao (IV.115) produz um jacobiano igual a zero, em 
v, = -1, como se pode ver na equaçao {IV.120). 
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No caso da integra9ão singular, o elemento 
quadrilateral mapeado é também dividido em quatro triângulos e 
integrado usando a coordenada cil!ndrica do mesmo modo que o 
elemento quadrilateral. Entretanto, o cálculo das derivadas das 
coordenadas globais (x 1,x2 ,x 3 ), em rela9ão às coordenadas locais 
{Y1,Y2), são dadas por: 
8x 8x 8111 + 
8x 8112 ( IV. 121 ) 
211 
= 
211, 81, 2112 81, 
8x 8x 811, + 
8x 811~ ( IV.122 ) 
ªY2 
= 
211, 8Y2 2112 8Y2 
As equações (IV.121) e (IV.122) sao empregadas no cálculo 
da matriz t, indicada na equação {IV.106), quando o elemento 
fonte for triangular. 
As derivadas das coordenadas globais em relação 
. -as coordenadas locais triangulares sao dadas pela equação 
(IV.21). E as derivadas das coordenadas locais triangulares em 
relação às coordenadas locais retangulares são dadas por: 
811, 1 Y2) ( ) = -4-·( 1 - IV.123 81, 
8112 1 + Y2) ( ) 8'11 = -4-·( 
1 IV. 124 
811, 1 ) 8'12 = - ,-·( Y1 + 1 ( IV.12:1 ) 
8112 1 ) 8Y2 = -4-·( Y1 + 1 ( IV.126 ) 
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IV.6 DESLOCAMENTOS HO DOMÍNIO 
Uma uaz datarmina.dos as daslocamantos ~ a forças 
de superrlcie I! em todo o contorno r, os deslocamentos nos 
pontos internos são calculados pela identidade de Somiqliana, 
equação (III.9), que na forma discretizada é: 
( IV.127 ) 
- -Admitindo as aproxima9oes dadas pelas equa9oes 












Tomando as matrizes de elemento~ e g dadas por: 
I * l I! (f,K) •t {K} dI'(x) ( IV.129 ) 
( IV.130) 
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a equaçao (IV.128) pode ser escrita na forma: 
u(t) i i = g•Ja - H•u ( IV. 131) 
onde as matrizes Hi e Gi sao obtidas pelas matrizes h e 2• 
respectivamente, dadas anteriormente, de maneira análoga ao 
sistema dado na equação (IV.44). 
Considerando o sistema de coordanadas locais dos 
ala111&ntos que discretizam do contorno, as matrizes~ e 2 ficam: 
h = ( IV.132 ) 
2 = ( IV,133 ) 
admitindo um elemento quadrilateral, com dominio de integração 
indicado na figura IV.3. 
As integrais acima sao obtidas numericamente pela 
integração de Gauss: 
Hg Ng 
[* l~K I l h = J; J; )a (f,K)·t (~1.~2)· IV ·W~·WK ( IV.134 ) 
<..=1 K=i 
Ng Ng 
1 u*(t,x)·~1(~~.~!J·IVl·W ·W] !l = J; J; ( IV, 135 ) - - l, I{ 
~~· tt-• 
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O procedimento empregado na resolução das 
equações (IV.134) e (IV.135) é o meslll'.l descrito na seção IV.5.1, 
uma vez que a integração 
. 
e sempre -nao 
Port•nto, ~s matri2as ~ai ficam: 
( IV.136 ) 
2 = ( IV.13? ) 
. 
Para o elemento triangular o procedimento e o 
meslll'.l descrito na seção IV.5.3. 
IV.? TENSÕES NO DOMÍNIO 
As tensões nos pontos internos sao calculadas 
-pela equaçao (III.30), que na forma discretizada é: 





( IV.138 ) 
- -onde os tensores~ (f,K) e E (f,K) são dados, respectivamente, 
pelas equações (III.31) e (III.32). 
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.Admitindo as apr0Kima9Ões dadas 










Conhecidos os valores dos deslocamentos u e 
forças de superfície E em todo o contorno r, a equação (IV,138) 
pode ser escrita na forma: 
a(t) = ~·E - T•u ( IV. 140) 
onde as matrizes S e T são obtidas, de maneira análoga as 
111atrizes H e g, pelas matrizes de elemento! e t dadas abaixo: 
( IV.141 ) 
( IV. 142 ) 
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Para o sistema da coordenada& locai& do& 
alamantos qua di&cratizam do contorno, as matrizas! a! ficam, 
+1J +1J l t = ~(t,x)·t (Q1,Q2}· IVI dQ1dQ2 ( IV.143 } 
-1 -1 
+l +l l 
( IV.144 } 5 = J J ~(t,x}·t (Q1,Q2)· IVI dQ1dQ2 
-1 -1 
admitindo um elemento quadrilateral, com domínio de integração 
indicado na figura IV.3. 
As matrizes de elemento te s sao obtidas pela 
integração numérica de Gauss: 
( IV.145 ) 
s - = ( IV.146) 
Para o cálculo das matrizes acima, foi também 
empregada a transformação de coordenadas, desenvolvida por 
TELLES [16], para integrais quase singulares (a integração é 
sempre não singular). Portanto, o procedimento e1111regado na 
resolução das equações {IV.14~) e (IV.i46) é o mesmo descrito na 
seção IV.~.1. As matrizes! e s são, então, dadas por: 
1'11:2 
t = ( IV.147 ) 
s = ( IV.148 ) 
~=1 
onde 
C. K as coordenadas dos pontos de integração de Gauss, (Q 1,Q 2), 
são transtornadas pela equação (IV.~9) e o 
pela equação (IV.60). 
JacoDiano dado 
Para o elemento triangular o procedimento e o 
-mesnD descrito na seçao IV.~.3. 
IV.8 TERSÔES NO CONTORNO 
O cálculo das tensões do contorno requer um 
sistema de coordenadas locais (x1 ,x2 ,x3 ), para o elemento, em 
que os tres eixos seJam ortogonais, tal conD indicado na seçao 
III.8. 
Este sistema de eixo local e determinado tomando 
o eixo x 3 normal ao elemento e fazendo com que o eixo x 1 
colncida com o eixo Qi da coordenada local do elemento, seJa ele 
triangular ou quadrilateral. Sendo assim tem-se: 
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!ll K !lt 
!! 3 = l!Z1 K !'l2 l ( IV.149) 
!l • ( IV. 150 ) 
!2 = ( IV.151 ) 
as equa9oes acima determinam os vetores unitários 
qua datinam o sistema local da aixoc ortogonais para o alamanto, 
atendando a regra da mãa direita 
Ac componantac doe daclocamantoc • torças da 
superfície no sistema local (i1,x2,x3) são dadas por: 
( IV.15:Z ) 
( IV.153 ) 
a matriz de rotação R e - determinada pelos 
cossenos diretores dos vetaras unitários (i,,x2,x,), atendando 
as equa9Õas (IV.149) a (IV.151), do sequinte 11Ddo1 
! axl 8K2 8K3 a11, ' a11, ' a11, ] 
= ( R11,R12,R13 ) 




= ( IV.155 ) 
com 
a = 
ÔX2 ôx, ôx, ôx, 
Ôl)1 Ôl)2 Ôl) 1 Ôl)2 
b = 
ÔX3 àx 1 ôx, ôx, 
Ôl)1 Ôl)2 Ôl) 1 Ôl)2 
e = 
ôx, àx2 àx 2 ôx, 
Ôl) 1 Ôl)2 Ôl) 1 Ôl)2 
e, finalmente, 
= ( IV. 156 ) 
com: 
Os componentes a 13 , a 23 e a 33 do tensor de 
tensão, no sistema (x1 ,x2 ,x3 ), sao determinados pelas equaçoes 
{III.34) a {III.36), com a rotação das forças de superfície dada 
pela equação {IV.1~3). 
As componentes a 11 , a 12 e a 22 sao obtidas 
substituindo a equaçao (III.40) nas equaçoes 
(III.39): 
(III. 37) a 
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ª12 = G, [ 
aü1 
aic2 
au2 ] aic1 ( IV.157 ) 
ª11 À. [ 
Ou1 + Ou2 + Ou3 ] + 2•G• Ou1 ( IV.158 ) = aic1 aic2 ax3 ai", 
ª22 À. [ 
aü1 + aü2 + aü, ] + 2·G· aü2 ( IV.159 ) = a'i1 a'i2 ax3 Bx2 
As derivadas das componentes dos deslocamentos 
com relação às coordenadas locais -111 e 112, sao 





( IV.161 ) 
A dariuada de~ daclacamanta~ u 1 ,u~ a u~, com 
relação à coordenada x1 , é dada por: 
aã aã - = ( IV.162 ) 
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A derivada dos deslocamantos u 1 ,u2 e u 1 , com 













R ax 1 
2 1' ª'h 
A derivada 
ax3 
(III.40) na equação (II.12): 
03 3 = ). ' [ + ] + 
( IV.163 ) 
] . i ( IV.164 ) 
( IV.i65 ) 
1 ( IV.166 ) 
. -e obtida substituindo a equaçao 




8 equaçao acima pode ser reordenada da seguinte 
Eorma: 
+ + ] = À• [ + 







À· l OÜ1 OÜ2 ] + + ai", ai"2 
À• [ 
aü1 + aü. ] + ai"1 ai"2 
( 1 + u )·{ 1 - 2·u) 
E 
2·(1+u) 
u + 2·G· ou, ( 1 •U33 - uJ ai", 
u + 2•G• aü. (1 •a33 - uJ ai"2 
( IV.168 ) 
( IV. 169 ) 
( 111.170 ) 
( IV.171 ) 
( IV.172 ) 
8s tensões no contorno no sistema global são 
obtidas pela equação (III.41), 




O programa MEC3DE, dasanvolvido nasta trabalho, 
toi testado com vários exemplos. Em todos eles ficou comprovada 
a sua eticência e a precisao dos resultados obtidos. 
Este capitulo apresenta algumas aplicações onde 
sao conparados os resultados com as soluções analíticas e com as 
obtidas com o método dos alalll8ntos finitos. 
V.II - PRISnA TRACIONADO 
Esta aK&mplo consista da um prisma da basa 
quadrada com 5 m da lado a 10 m da altura onda, na taca 
superior, toi aplicada uma carga unitorma da 1 tt/m2 na direção 
da x 1 , tal como indicado na Eigura V.la. Na taca interior, toi 
restringido o deslocamento na direção de x 2 • Para evitar 
movimentos da corpo rígido toi restringido o deslocamento na 
direção x 3 , na tace frontal, e na direção x 1 , numa tace lateral. 
Para o material toi adotado: 
s 
E= 21•10 tt/m1 












FIGURA V.1 - a) Prisma tracionado. 
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b) Modelagem do problema. 
( 12 elementos ) 
Trata-se de um exe1111lo bastante simples mas, por 
ter solução exata [8], pode-se constatar a precisao dos 
resultados. Todos os elementos implementados neste trabalho 
foram testados com este exe1111lo. 
Os resultados obtidos com a malha indicada na 
figura V.lb (32 nós funcionais) são DDstrados a seguir. Os 
elementos empregados foram triangulares e quadrilaterais 
lineares. As tabelas abaixo mostram os resultados em alguns 
pontos do contorno e do domínio, entretanto, uma maior 
comparaçao com a solução exata pode ser feita através dos 
gráficos apresentados em seguida. 
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DESLOCA!'IENTOS E TENSÕES NO CONTORNO: 
NÓ 1 2 3 
MEC3DE -9.0414 E-8 -3.5711 E-7 -2.6731 E-7 
Ux 1 
EXATO -8.9286 E-8 -3.5714 E-7 -2.6786 E-7 
l1EC3DE 4.7637 E-6 2.3815 E-6 2.3827 E-6 
UK2 
EXATO 4.7619 E-6 2.3809 E-6 2.3809 E-6 
HEC3DE -2.6762 E-7 -8.8975 E-8 -3.5698 E-7 
UK3 
EXATO -2.6786 E-7 -8.9286 E-8 -3.5714 E-7 
NÓ 1 2 3 
l'IEC3DE -4.7403 E-3 0 4.0339 E-4 
ª11 
EXATO 0 0 0 
l'IEC3DE 1.0000 1.0008 1.0016 
ª22 
EXATO 1 1 l 
DESLOCAnENTOS E TENSÕES NO DOMÍNIO: 
NÓ 4 5 6 
HEC3DE -1. 7856 E-7 1.1770 E-6 -1.7857 E-7 
Ux1 
EXATO -1. 7857 E-7 1. 1905 E-6 -1. 7857 E-7 
l1EC3DE -1. 7866 E-7 2.3812 E-6 -1.7854 E-7 
Ux 2 
EXATO -1. 7857 E-7 2.3810 E-6 -1.7857 E-6 
HEC3DE -1. 7900 E-7 3.5882 E-6 -1.7856 E-7 
Ux 3 
EXATO -1. 7857 E-7 3.5714 E-6 -1.7857 E-7 
NÓ 4 5 6 
l1EC3DE -1. 4872 E-4 1. 7018 E-4 -3.0033 E-3 
ª1 l 
EXATO 0 0 0 
HEC3DE 1. 0008 1.0001 1. 0119 
ª22 
l EXATO 1 1 1 
111 




-1.00 - •• • • •• • ••• 
g~ -,.ao -
é 
p --l __ 
ljl • •• • • • . ' ---- •••• •• - . . . . . . . . . . . . . . . o • • 12 li 1D 24 21 31 
NOSPfN 11111 
a IW..CO + --
DESLOCAMENTOS NO CONTORNO -IC2 11.00 ..... ---------------------------, 
•••• 










CMIO -t---..-.-,-, ,,--..-.-,-,,--.-.-..- ..--. --..-,-.,--,,.--..-1,l-tlTH __ 





















º""'° o 4 
112 
TENSAO Txx NO CONTORNO 
NDRIW. ID l'I.ANO (lC2.lC3) 
+ + + + ... +++.a. .. 
+ • + 
+ 
+ + 
r--, . . . . . . . . . . 
• 12 li 2D 24 211 --'IEORICO + -
TENSAO Tyy NO CONTORNO 
--. ,a PUNO (Xl'A) 
++ 
•+ 
+ + + 





-..,-- r-r 1 1 









V.3 - CILINDRO DE PAREDE ESPESSA SOB PRESSÃO INTERNA: 
Trata-se da um cilindro da parada espessa, com 
raio interno da 10 mm a raio aKtarno da 20 mm, submetido a uma 
pressão interna de 2 N/mm2 • Para o material Eoi admitido: 
E= 20.000 N/mm2 a u = 0.20. 
Para a análise Eoi considerado um setor de 
restringido os deslocamentos nos planos da simatria, nas 
direções perpendiculares K1 e K3 • Para simular o estado plano da 
deformação Eoi restringido o deslocamento na direção K2 , nas 






FIGURA V.2 - Cilindro da parada aspassa. 
As duas malhas, indicadas na Eigura V.3, toram 
usadas na discretização do cilindro. Nas duas toi e111>regado o 
elemento quadrilateral quadrático. Os resultados obtidos nos 
dois casos comprovam a convergência do método. 
Os resultados apresentados correspondem ao ângulo 







FIGURA V.3 - a)l'lalh.. 1: 10 elemento~. b)l'lalh.. 2: 28 elemento5. 
l!ALHA 1: 
RAIO 
u a ªe r r 
l'lEC3DE 1. 9057 -1.9995 3.2825 
10.0 
EXATO 1. 9067 -2.0000 3.3333 
l'lEC3DE 1. 4047 -0.6089 1. 8193 
15.0 
EXATO 1. 4156 -0.5185 1.8519 
l'lEC3DE 1. 1999 0.0003 1.2991 
20.0 
EXATO 1. 2133 0.0000 1.3333 
l'IALHA 2: 
RAIO u a ªo r r 
l'lEC3DE 1.9060 -2.0000 3.3309 
10.0 
EXATO 1. 9067 -2.0000 3.3333 
l'lEC3DE 1.6023 -1 .098 2.3579 
12,5 
EXATO 1.6033 -1.040 2.3733 
l'lEC3DE 1. 4145 -0.4336 1.8732 
15,0 
EXATO 1. 4156 -0,5185 1.8519 
l'IEC3DE 1. 2928 -0.2209 1.5326 
17,5 
EXATO 1. 2938 -0. 2041 1.5374 
l'IEC3DE 1. 2120 0.0000 1.3327 
20,0 
EXATO 1. 2133 0.0000 1.3333 
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V.4 - BLOCO COMPRIMIDO 
Trata-se de um bloco, apoiado sobre o terreno, 
que serve de fundação para um pilar, ou seja, um bloco submetido 
a uma carga concentrada de compressão • .A carga adotada foi 4 .tf 
s 










FIGURA V.4 - Bloco sob carqa concentrada • 
e o= 0.15. 
.A solução exata para este problema nao existe, 
portanto, para efeito de co1111araçao dos resultados, foi 
utilizado o programa S.AP80, com uma malha de elementos finitos 
bem refinada (figura V.5a), tomando-se as tensões nos ponto 
internos. 
.A malha de elementos de contorno adotada está 
indicada na figura V.5b. É uma malha bastante pobre, entretanto, 
ja se observa resultados próximos daqueles obtidos com o S.AP80, 
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b) Elementos de contorno. 
(14 elementos) 
Nas duas malhas Eoi eqiregado o elemento linear. 
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O programa l1EC3DE e capaz de analisar problemas 
tridimansianais da anganharia, ragidas pala elasticidada linear, 
com o método dos elementos de contorno. 
Como poda ser uariticado nos exemplos mostrados, 
as respostas estão corretas. Veriticou-se ainda 
do método atraués de rerinamento da malha 
. 
a conuergencia 







computacional do problema. 
elementos continuas a 
reduz bastante o tempo 
Este trabalho nao teue a preocupaçao de procurar 
nouas técnicas de integração, de solução de sistema de equaçoes, 
ou qualquer outro tipo da inouaçio. Sabia-se antecipadamente que 
o procedimento empregado daria bons resultados. Isto nao 
signitica que o programa nao apresente técnicas auançadas. Por 
exe1111lo, a transrormação de coordenadas proposta por TELLES, 
[16] e [17], que foi implementada tanmém no cálculo das tensões 
nos pontos internos, é bastante recente e ainda se comenta os 
bons resultados apresentados quando é i1111lementada. O objetiuo 
era iniciar um sistema maior, voltada ao usuario. Tratava-se, 
portanto, da ra2ar um programa bam modulado qua possibilitasse 
nouas implementações sem grandes alterações na sua estrutura. 
O objetiuo final deste trabalhoso sera alcançado 
se tiuer continuidade. Sendo assim, seguem algumas sugestões 




c) Solução ftmdamental de Mindlin (semi-espaço infinito) que 
pode ser empregada conjuntamente com a solução de Kelvin, 
através de subregiÕes, para estudar problemas de interação 
sola-actrutura. 
d) Forças da voluma. 
a) Particionamanto da matriz ~. para resolver o sistema de 
equações com armazenamento em memÓria auxiliar, possibilitando a 
análise de estruturas de maior porte. 
t) Pré e pós-processador gráfico para uma melhor visualização do 
problema e uma melhor análise dos resultados. 
g) Ratinamanto auto-adaptativo H a P. 
h) Gerador automático de malha 
i) Mralhorar a entrada da dados, tornando o programa mais 
acessível aos usuários. 
j) Verificação da consistência dos dados, para evitar passiveis 
erros, durante a execução do programa, devido ao fornecimento de 
dados incorretos. 
k) Problemas da potencial. 
1) .Análise plástica. 
m) .Análise dinâmica. 
n) Soluções de sistema de equaçoes. 
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